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Capitolo 1

Introduzione

Le reti di Petri sono un modello di sistemi ad eventi discreti che trae origine dal
lavoro di Carl Adam Petri, un ricercatore tedesco, che nel 1962 discusse la sua tesi
di dottorato dal titolo ’Kommunication mit Automaten’, in cui presentava questo
nuovo modello matematico che descriveva le relazioni esistenti fra condizioni ed
eventi. Esse rappresentano uno degli strumenti piu efficaci nell’analisi di tutto
quel ramo dell’automatica che si occupa di studiare i sistemi dinamici ad eventi
discreti (SED). L’analisi e 1’ottimizzazione di modelli a eventi discreti richiede
un grande sforzo computazionale: infatti i sistemi industriali sono sono difficili
da analizzare e da controllare. I problemi di scala reale spesso arrivano ad esse-
re intrattabili sia analiticamente che computazionalmente; per far fronte a questo
problema sono stati sviluppati e applicati i modelli fluidi i quali sono una appros-
simazione a dinamica continua dei modelli discreti. Notiamo che, per descrivere
lo stesso sistema di produzione, sono necessarie differenti approssimazioni fluide
che dipendono dal suo stato discreto: la macchina ¢ in funzione oppure ¢ ferma, 1
buffers sono pieni oppure vuoti e cosi via. Il modello risultante puo essere descrit-
to attraverso un modello ibrido dove ad ogni stato discreto ¢ associato una diversa
dinamica. Le reti di Petri (PV) sono state introdotte, inizialmente, per descri-
vere ed analizzare sistemi ad eventi discreti; recentemente ci si € maggiormente
indirizzati ad applicare questi modelli a sistemi ibridi.

In questa tesi verra presentato un simulatore in grado di simulare 1’evoluzione
nel tempo delle reti di Petri discrete temporizzate (T'PN), reti di Petri continue
con transizioni a velocita massima costante (C'PN) e reti di Petri ibride (HPN)
date dall’unione di reti di Petri discrete temporizzate e reti di Petri continue.

Nel capitolo 2 introdurremo la notazione e i concetti relativi alle TPN, la
politica di evoluzione guidata da una semantica di servente finito o infinito, i ti-
pi di transizione temporizzata deterministica e stocastica; grazie alle reti T'PN
con transizioni stocastiche ad andamento esponenziale abbiamo potuto analizzare
problemi quali le reti di code markoviane. Si € curato in particolar modo il pro-
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6 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

blema relativo al conflitto generale con il relativo metodo di risoluzione adottato
seguendo 1’approccio proposto in [1]. Tutta la trattazione sara accompagnata da
degli esempi.

Nel capitolo 3 tratteremo la notazione e i concetti relativi alle C'P N, esplican-
do il significato di posti e transizioni continue, spiegando cosa vuol dire associare
una velocita a ciascuna transizione; sara curato, anche nel caso delle CPN, il
problema relativo al conflitto effettivo con il relativo metodo di risoluzione adot-
tato. Inoltre introdurremo il concetto di ottimizzazione dell” evoluzione della rete
in relazione a una funzione obiettivo; un esempio, trattato all’interno del capitolo,
chiarira 1 concetti elencati sopra.

Nel capitolo 4 parleremo delle H PN, che sono costituite dall’unione di reti
di Petri temporizzate e reti di Petri continue; verra mostrato come valgono tutti
1 concetti introdotti nei capitoli precedenti e la stretta dipendenza che vige fra la
parte discreta e la parte continua. Le 4 PN sono un potentissimo mezzo di ana-
lisi per sistemi complessi: tutta la trattazione sara resa piu comprensibile grazie
all’ausilio di un semplice esempio relativo a un sistema di produzione.

Il capitolo 5 ¢ il fulcro della tesi: esso si occupa del simulatore il grado di
simulare ed analizzare tutti i tipi di rete quali 7PN, CPN, HPN. Il simulatore
¢ costituito da 4 file: 2 servono per I’interfaccia, 1 ¢ utilizzato per la simulazione
e il quarto serve per analizzare i dati ottenuti.

Il capitolo 6 riguarda le simulazioni vere e proprie con i rispettivi risultati che
verranno accostati a quelli teorici: si potra notare 1’elevata efficienza del simulato-
re e I'utilita del quarto file (quello relativo all’analisi dei risultati) per lo studio dei
risultati ottenuti e la loro possibilita di visulaizzazione grafica. Verranno simultate
tutte le reti trattate in modo teorico nei capitoli precedenti.

Il capotolo 7 ¢ quello conclusivo.

I contributi che questa tesi ha portato alla ricerca sono di natura teorica ed imple-
mentativa (sviluppo di software in MATLAB):

e Nelle reti di Petri temporizzate discrete si sono introdotti algoritmi per la
risoluzione di conflitto generale che si basano sull’associazione, a ciascuna
transizione, di un peso e di un livello di priorita.

e Nelle reti di Petri temporizzate continue si sono introdotti i concetti di
velocita minima e massima associate alle transizioni.

e Si ¢ sviluppato un toolbox in grado di simulare reti di Petri discrete, con-
tinue e ibride, assegnando un tempo massimo di simulazione ed eventual-
mente (in caso ci siano transizioni continue) la funzione obiettivo.

o [l simulatore ¢ stato testato, in particolare, nel caso di reti di Petri limitate e
stocastiche, che come ¢ ben noto, sono in grado di descrivere reti complesse



di code markoviane. Si ¢ trovato che i valori forniti dal simulatore per tempi
di simulazione sufficientemente lunghi tendono ai valori ideali forniti dalle
tabelle.

Ci sono, infine, due appendici: 1’appendice A tratta in modo dettagliato le
possibili funzioni di distribuzione che possono assumere le transizioni continue
mentre 1’appendice B mostra il codice sorgente del file stmulator . H PN.m.
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Capitolo 2

Reti di Petri discrete

2.1 Introduzione alle reti di Petri discrete

In questo capitolo viene prima descritto un modello di rete di Petri piu semplice,
detto rete posto/transizione o PN, poi verranno presentate le reti di Petri tempo-
rizzate, deterministiche e stocastiche, che indicheremo con T'PN; per le T PN
saranno introdotti e concetti di grado di abilitazione, semantica di servente, orolo-
gi delle transizioni e conflitti fra transizioni. Fra i vari modelli ad eventi discreti,
le reti di Petri hanno un’importanza predominante a causa di vari fattori:

e Le PN sono un formalismo grafico e matematico allo stesso tempo. Essen-
do un formalismo grafico sono di facile comprensione, possono essere usate
come strumento di aiuto visuale in fase di progetto e specifica, consentono
al progettista e all’operatore di un sistema di parlare lo stesso linguaggio; es-
sendo un formalismo matematico consentono di applicare una vasta gamma
di tecniche di analisi per studiare le proprieta di interesse.

e Permettono di dare una rappresentazione compatta di sistemi con grande
spazio di stato; infatti non richiedono di rappresentare esplicitamente tutti i
valori possibili dello stato di un sistema, ma solo le regole che governano la
sua evoluzione.

e Permettono di rappresentare esplicitamente il concetto di concorrenza, cioe
di attivita che possono venire svolte parallelamente.

e Consentono una rappresentazione modulare, cio¢ se un sistema ¢ compo-
sto da piu sottosistemi che interagiscono fra loro, ¢ generalmente possibile
rappresentare ciascun sottosistema come una semplice sottorete e poi, me-
diante operatori di rete, unire le varie sottoreti per ottenere il modello del
sistema complessivo.
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Le reti di Petri si dividono in logiche e temporizzate: le reti di Petri logiche o PV,
non consentono di rappresentare la temporizzazione degli eventi, ma solo I’ordine
con cui essi si verificano; le reti di Petri temporizzate o T'PN si dividono a loro
volta in deterministiche e stocastiche. Inoltre le reti di Petri possono distinguersi
in autonome oppure non autonome: le prime descrivono 1’evoluzione di un siste-
ma 1 cui istanti di scatto sono sconosciuti o non indicati mentre le seconde (che
sono quelle che andremo a considerare) mostrano il funzionamento di un sistema
la cui evoluzione ¢ condizionata da eventi esterni (sincronizzate) e/o dal tempo
(temporizzate). Noi tratteremo reti di Petri temporizzate non autonome.

2.1.1 Reti di Petri posto/transizione

Una rete di Petri P/T ¢ un grafo bipartito, orientato e pesato. I due tipi di ver-
tici sono detti posti (rappresentati da cerchi) e transizioni (rappresentati da barre
o da rettangoli). Gli archi, che devono essere orientati, connettono i posti alle
transizioni e viceversa.

Definizione 2.1.1. Una PN é una struttura Ny = (P, T, Pre, Post) dove:
o P={p1,p2, * ,Dma} & un insieme finito di mg posti non vuoto.
o T = {t1,ty, -+ ,tnq} & un insieme finito di n4 transizioni non vuoto.

e Pre : P xT — N: ¢ la funzione di pre-incidenza che specifica gli
archi diretti dai posti alle transizioni (detti archi Pre) e viene rappresentata
mediante una matrice mg X ng; pint precisamente, Pre(p;, t;) indica quanti
archi vanno dal posto p; alla transizione t;.

e Post : P x T — N: e funzione di post-incidenza che specifica gli archi
diretti dalle transizioni ai posti (detti archi Post) e viene rappresentata
mediante una matrice mg X ng; pitt precisamente, Post(p;,t;) indica quanti
archi vanno dalla transizione t; al posto p; .

Si noti che in una rete di Petri discreta P; = PeTy; = T, cioé I’'insieme di
tutti 1 posti e transizioni della rete sono discreti. Le matrici Pre e Post sono delle
matrici di interi non negativi. Si denota con Pre(-,t;) la colonna della matrice
Pre relativa alla transizione ¢; e con Pre(p;, -) lariga della matrice Pre relativa al
posto p;. La stessa notazione vale per la matrice Post. Si suppone che PNT = (),
cioé posti e transizioni sono insiemi disgiunti € che P U T # (), ciog la rete &
costituita da almeno un posto o da una transizione. L’informazione sulla struttura
di rete contenuta nelle matrici Pre e Post pud essere compattata in un’unica
matrice, detta di incidenza.
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Definizione 2.1.2. Data una rete N, con mgy posti ed n, transizioni, la matrice di
incidenza C' : P x T' — Z ¢ la matrice mg X ng definita come:

C = Post — Pre
cioe il generico elemento di C vale C(p;,t;) = Post(p;,t;) — Pre(pi,t;).

Data C non posso ricostruire il grafo, mentre date le matrici Pre e Post posso
ricostruire perfettamente il grafo. Un esempio chiarira questi concetti.

Esempio 2.1.1. In Figura 2.1 ¢ rappresentata la rete N; = (P, T, Pre, Post) con
insieme dei posti P = {p1, pa, p3, 4} € Uinsieme delle transizioni T = {t1,ts,t3}.

> QZ\/\: t2

Ps
P4

Figura 2.1: Una rete di Petri posto-transizione.

Le matrici Pre e Post valgono:

1 20 0 0 6
0 01 1 00
Pre = 00 11" Post = 01 0
010 010
La matrice di incidenza vale:
-1 =2 6
1 0 —1
¢= 0 1 -1
0 0 0

Si noti come non sia possibile risalire al cappio tra la transizione t, e il posto py
a partire dalla matrice di incidenza.

Data una transizione si definiscono i seguenti insiemi di posti:
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e Insieme dei posti in ingresso alla transizione ¢;

*t; ={pi € P | Pre(p;,t;) > 0}.

e Insieme dei posti in uscita dalla transizione

t; ={pi € P | Post(p;,t;) > 0}.

Dato un posto si definiscono 1 seguenti insiemi di transizioni:
e Insieme delle transizioni in ingresso al posto p;

*pi = {t; € T | Post(pi,t;) > 0}.

e Insieme delle transizioni in uscita dal posto p;

p; ={t; € T| Pre(p;,t;) > 0}.

Ad esempio nella rete in Figura 2.1 vale *t3 = {po, p3}, t5 = {ps, pa}, *p2 = {t1},
p3 = {ts}.

2.1.2 Marcatura e sistema di rete

Mediante la marcatura ¢ possibile definire lo stato di una PN.

Definizione 2.1.3. Una marcatura ¢ una funzione M : P — N che assegna
ad ogni posto un numero intero non negativo di marche (o gettoni) rappresentate
graficamente con dei pallini neri dentro i posti.

Definizione 2.1.4. Una rete N, con una marcatura iniziale M, ¢é detta rete mar-
cata o sistema di rete e viene indicata come Ry = (Ny, M) .

Si noti che il vettore della generica marcatura M ¢ un vettore colonna m, X
1,quindi ha tante righe quanti sono i posti della rete. Una rete marcata e, in effetti,
un sistema ad eventi discreti a cui ¢ associato un comportamento dinamico.

Esempio 2.1.2. Considerando I’esempio in Figura 2.2, la marcatura iniziale M,
¢ My(p1) =5, Mo(p2) = 0, My(p3) = 0, Mo (ps) = 1.
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Figura 2.2: Una rete di Petri marcata posto-transizione.

2.1.3 Abilitazione e scatto

Definizione 2.1.5. Una transizione t; e abilitata dalla marcatura M se
M > Pre(-,t)

cioé se per ogni posto p; € P della rete contiene un numero di marche pari o su-
periore a Pre(p;,t;). Una transizione t; abilitata da una marcatura M pud scat-
tare: lo scatto di t; rimuove Pre(p;,t;) marche da ogni posto p; € P e aggiunge
Post(p;, t;) marche in ogni posto p; € P, determinando una nuova marcatura
M'. Cioe vale:

!
M'"= M — Pre(-,tj) + Post(-,t;) = M + C(-,t;).
Per indicare che lo scatto dit; da M determina la marcatura M’ si scrive M[Q)M’.
Esempio 2.1.3. Ad esempio, consideriamo la Figura 2.2: posso decidere di far
scattare 1 e ty in quanto sono abilitate. Ad esempio, posso far scattare la transi-
zione ty per 5 volte consecutive oppure la transizione ty per 2 volte consecutive;
si noti che posso decidere anche di far scattare, ad esempio, t, una volta e poi
to 2 volte, ottenendo, in quest’ultimo caso, un’evoluzione della rete come mostra-
to in Figura 2.3, caratterizzata da un nuovo valore della marcatura M’ pari a

M'(p1) =0, M (p2) =1, M (ps) = 2, M (ps) = 1.

Definizione 2.1.6. Una sequenza di transizioni 0 = t,t, ---t, € T é abilitata
da una marcatura M se la transizione t, e abilitata da M e il suo scatto porta a
My, = M + C(-,t1), se la transizione t, é abilitata da M, e il suo scatto porta a
My = M, + C(-, t,), etc.

Una sequenza abilitata o viene anche detta sequenza di scatto alla quale corri-
sponde la traiettoria:
MIt,)My[t,) My - - [t.) M,.
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/'
P1 Qz\\

P4

Figura 2.3: Evoluzione della rete marcata in Figura ??. Marcatura raggiunta dopo
lo scatto di ¢1,t5 € 9

Per indicare che la sequenza o & abilitata da M si scrive M[o) . Per indicare
che lo scatto di o, a partire dalla marcature M, determina la marcatura M’ si
scriveM[o) M’. Ad esempio, nella rete in Figura 2.2, una possibile sequenza di
scatto, a partire dalla marcatura M, ¢ o = t5t;1o, il cui scatto porta alla marcatura
M =[0 1 2 1 ]¥come mostrato in Figura 2.3.

Definizione 2.1.7. Data una rete (Ny, My) con un insieme di transizioni T =
{t1,t2, -+ ,tna} ed una sequenza di transizioni o € T, si definisce vettore carat-
teristico di o, il vettore di scatto & la cui generica componente 7; = |o|,; indica
quante volte la transizione t; compare in o.

In una rete marcata /N, avente una matrice di incidenza C, se M ¢ raggiun-
gibile da M, attraverso la sequenza di transizioni o, allora possiamo scrivere
che

M=DM,+C-g.

dove & ¢ il vettore di scatto associato alla sequenza di transizioni o.

2.2 Reti di Petri temporizzate

Nel paragrafo precedente ¢ stato evidenziato come le reti di Petri siano uno stru-
mento potente per lo studio di caratteristiche strutturali e qualitative dei sistemi
a eventi discreti (SED). E’ altrettanto evidente che, qualora si desideri analiz-
zare le prestazioni di un SE D, cio¢ effettuarne uno studio quantitativo, le reti
posto/transizione non sono uno strumento adatto, perche prescindono dalla durata
delle singole attivita che avvengono nel sistema. Si ¢ dunque concluso che, per
rendere le reti di Petri uno strumento utile per la valutazione delle prestazioni,
deve essere introdotta in esse una qualche metrica temporale: da qui nascono le
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reti di Petri temporizzate (I'"PN). Come strumento modellistico dei SE D, esse
offrono molti vantaggi che possono essere sintetizzati nei punti che seguono:

e Le T'PN forniscono un ambiente idoneo ad una corretta e dettagliata rap-
presentazione di un S E D, consentendo anche di definire le stocasticita in-
trinseche dei sistemi reali; esse infatti, come le reti posto/transizione, sono
regolate da semantiche ben definite che, oltre che costituire la base per 1
metodi di analisi formale, consentono di realizzare simulatori 7PN .

e Le T'PN possono riprodurre esattamente caratteristiche proprie dei SED
quali priorita, sincronizzazione, uso di risorse condivise;

e [analisi di 7PN puo essere effettuata in modo automatico mediante 1’uso
di strumenti informatici dedicati;

e Le T'PN possono essere utilizzate nello stesso tempo come modelli logici
e prestazionali.

I concetti e i formalismi trattati in tutto il capitolo fanno riferimento a [2] e [3].

2.2.1 Temporizzazione e concetti base

Sappiamo che nelle reti di Petri autonome una transizione pud scattare se que-
sta ¢ abilitata, ma non abbiamo ancora specificato quando questa puo scattare.
Associamo un tempo d;, di valore zero se non & specificato, alla transizione ;.

Definizione 2.2.1. Una rete di Petri temporizzata e data dalla coppia (R, Tempo)
dove:

o R, éuna PN marcata;

o Tempo: T — R{ ¢ una funzione associata all’insieme di transizioni T
secondo la quale Tempo(t;) = d; = tempo associato a t;;

Lo scatto viene considerato un’operazione indivisibile e la temporizzazione ¢
realizzata associando a ogni transizione un ritardo che corrisponde a tempo che
deve trascorrere fra la sua abilitazione ed il conseguente scatto; 1 gettoni rimango-
no nei posti in ingresso a ciascuna transizione fino allo scatto, a meno che un altra
transizione le prelevi a sua volta. Solo se, al termine del ritardo d;, la condizione
di abilitazione continua a sussistere (senza che durante questo intervallo venga
mai persa), la transizione ¢; scatta effettivamente facendo si che i gettoni siano
prelevati dai posti in ingresso e quindi depositati nei posti in uscita. Indichiamo
con 7 il tempo totale che ¢ trascorso a partire dall’istante 0. Consideriamo la Fi-
gura 2.4: la transizione ¢, avente un ritardo d;, ¢ abilitata al tempo 7 = 71, € pud
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scattare al tempo 7 = 71 + d;: stiamo, cioe, associando alla transizione temporiz-

zata abilitata al tempo 7 = 7; un clock di durata d; che entra in funzione a partire

dal tempo 7;. Se, durante il lasso di tempo 77 < 7 < 71 + d4, la transizione ¢,

venisse disabilitata, automaticamente perderebbe il clock associatogli all’istante
= 71 € quindi non potrebbe pil scattare al tempo previsto 7 = 7 + d;.

Scattat;

L
m :dl T pr Itl

L 4
1

oce

Figura 2.4: Evoluzione temporale della transizione ¢; abilitata al tempo 7.

Definizione 2.2.2. Una transizione t; di una T'PN e detta:

e immediata, se scatta appena viene abilitata, o, in altre parole, se a essa é
associato un tempo di ritardo nullo;

e deterministica, se a essa é associato un tempo di ritardo d; scelto in modo
deterministico;

e stocastica, se il tempo di ritardo d; a essa associato é una variabile aleato-
ria con funzione distribuzione di probabilita nota; si consulti I’appendice A
per maggiori approfondimenti.

Per poter studiare le T'PN dobbiamo introdurre 2 concetti fondamentali che
analizzeremo nel paragrafo successivo:

1. Nella definizione 2.1.5 si ¢ parlato del concetto di abilitazione: ora, nelle
T PN, parleremo di grado di abilitazione associato ad ogni transizione;

2. Spiegheremo cosa vuol dire associare un numero di serventi ad ogni transi-

zione.

2.2.2 Grado di abilitazione e numero di serventi

Definizione 2.2.3. Una transizione t; e abilitata dalla marcatura M se
M > Pre(-,t))

cioe se per ogni posto p; € P della rete contiene un numero di marche pari o
superiore a Pre(p;,t;).
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Quindi continua ancora a valere la definizione data per le reti posto/transizione.
Per le TP N si introduce un nuovo concetto; il grado di abilitazione associato ad
ogni transizione.

Definizione 2.2.4. Data una marcatura M si definisce grado di abilitazione della
transizione t;

enab(M,t;) =max{k € N: M >k Pre(-,t;)}
allora t; é detta essere enab(M, t;) volte abilitata.

Questo vuol dire che la transizione ¢;, avente un ritardo d; a partire dall’istante

di tempo 7 = T;, potrebbe scattare enab(M,t;) volte all’istante 7 = 7; + d;.

Possiamo definire un nuovo vettore riga e,;, che avra m  colonne (pari al numero

delle transizioni), dove e, (j) = enab(M, t;) indichera il grado di abilitazione per

la transizione corrispondente all’ indice della colonna. Quindi e, (7) sara il grado

di abilitazione della transizione ¢;. Consideriamo la Figura 2.5. La transizione
t; scatta 2

volte
€an=12]

d
fi ”’lfdl ' pl@—’l 4

ce

Figura 2.5: Evoluzione temporale della transizione ¢; abilitata al tempo 7; con
grado di abilitazione 2.

t; (ha un grado di abilitazione pari a 2 a partire dall’istante di tempo 7 = Ty;
quindi possiamo scrivere che e = [2], cio¢ che t; pud scattare 2 volte all’istante
T =T+ dl.

Consideriamo ora I’esempio in Figura 2.6. Le transizioni ¢; e ¢, hanno ritardo
rispettivamente pari a d; e dy dove dy > d;. Entrambe le transizioni hanno grado
di abilitazione pari a 1 al tempo 7 = 0: la transizione ¢; puo scattare dopo un
tempo pari a 7 = d; mentre la transizione ¢, puod scattare dopo un tempo pari a
T = dy. Dopo un tempo 7 = 7y scatta la transizione ¢; la quale toglie un gettone
dal posto p; e ne mette uno nel posto po: al tempo 7 = 7 avrd 2 gettoni nel
posto po. Questo non fa altro che aumentare da 1 a 2 il grado di abilitazione di
ty cioe non fa altro che aumentare da 1 a 2 il numero di orologi associati alla
transizione t5. Un orologio associato a ¢, ¢ quello che ¢ partito dall’istante 7 = 0
e che permettera lo scatto di un gettone dopo un tempo pari a A; = dy — d; detto
tempo residuo di scatto; I’ altro orologio partira dall’istante 7 = d; e permettera lo
scatto del secondo gettone dopo un tempo pari a Ay = ds. 1l concetto importante
¢ che a ogni transizione posso associare uno o piu orologi in funzione al grado di
abilitazione che essa assume.
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1% [ % g5
O PO

p1 P2

b 0 T=cd;

t

2 T=d,

t ° .

2 T =d1 T :dl+d2

Figura 2.6: Evoluzione temporale delle transizioni ¢; e ¢, con i rispettivi orologi
associati a partite dal tempo 7 = 0.

Negli esempi visti fino ad ora, abbiamo sotto inteso implicitamente una se-
mantica di serventi infiniti; ma che cosa rappresentano i serventi? Un servente ¢
un’unita operativa in grado di servire la transizione alla quale ¢ associato e rima-
ne occupato fino a quando non ha terminato il servizio. Risulta evidente che se
pilu serventi sono associati ad una stessa transizione, possono lavorare in paral-
lelo e la transizione sara servita in maniera piu veloce; ¢ chiaro come ci sia uno
stretto legame fra il numero di serventi associati ad una transizione e il grado di
abilitazione che essa possiede. Facciamo un esempio per chiarire il concetto.

Esempio 2.2.1. Assumiamo che la transizione t, in Figura 2.7 modelli una ope-
razione di assemblaggio: un componente, corrispondente a un gettone nel posto
p1, € assemblato con un componente corrispondente a un gettone nel posto ps:
il prodotto risultante corrisponde a un gettone nel posto ps. La transizione 1,
in base alla definizione 2.2.4, é 2 volte abilitata in quanto e,, = [min(2,3)] =
2]. Ma ¢ possibile rendere contemporaneamente disponibili 2 pezzi assembla-
ti? Assumiamo che ci sia un solo servente (puo essere una sola macchina o un

p(sy) Ps?)

ty
Ps ‘

Figura 2.7: T PN generica: t; ¢ 2 volte abilitata.

solo operatore): la sua rappresentazione e differente se consideriamo il caso di
limitazione implicita oppure limitazione esplicita:
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Limitazione implicita: a ogni transizione associamo uno ed un solo servente.
Per avere x serventi che servono una transizione bisogna aumentare di x il
numero delle transizioni, ciascuna delle quali avra in ingresso e in uscita
gli stessi posti (con lo stesso numero di gettoni) e gli stessi archi (con lo
stesso peso) della transizione originaria.Questo provochera un aumento di
x colonne uguali delle matrici Pre e Post ( e quindi anche della matrice
C) per ogni transizione che si vuole servire con x serventi;

Limitazione esplicita: il numero di serventi di ogni transizione é uguale al nu-
mero di gettoni presenti in un posto collegato alla transizione stessa attra-
verso un cappio (chiaramente tale definizione vale solo nel caso in cui il
peso degli archi del cappio sia unitario).

Ridefiniamo la rete in Figura 2.7 a seconda del caso di limitazione implicita e
limitazione esplicita.

Limitazione implicita Limitazione esplicita
Interpretazione con Interpretazione con
servente singolo serventi infiniti

P1 p2 P1 0 Pz

t D n(efus
Ps Q Ps ‘

Figura 2.8: T'PN con 1 solo servente disponibile: limitazione implicita con
interpretazione a servente singolo e corrispondente limitazione esplicita con
interpretazione a serventi infiniti.

Considerando la Figura 2.8, rappresentiamo il singolo servente con la sin-
gola transizione 1, nel caso di limitazione implicita e con con un posto p, con
marcatura unitaria nel caso di limitazione esplicita: ci chiediamo se il serven-
te singolo ¢ sufficiente a servire la transizione t, avente in origine (Figura 2.7)
grado di abilitazione 2: la risposta é negativa. Infatti nonostante il grado di abi-
litazione della transizione t, fosse in origine pari a 2 (cioe si avevano 2 coppie di
pezzi da assemblare), poiche non ho fisicamente 2 serventi che possono lavorare
le coppie di pezzi in parallelo (ogni servente assembla una coppia di pezzi), il
servente singolo sara costretto ad assemblare prima una coppia e poi,dopo che
[’ha assemblata e I’ha tolta dal ciclo di assemblamento mettendola nel posto ps,
potra prendere in consegna la successiva coppia. Tutto questo equivale a dire che
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la transizione t, puo scattare allo stesso tempo solo una volta. Risulta evidente
una qualsiasi transizione puo essere abilitata k-volte ma non é detto che scatti
k — volte contemporaneamente: la frequenza di scatto e limitata dal numero di
serventi che sono associati alla transizione stessa e che sono disponibili; se una
transizione e k-volte abilitata e possiede un numero di serventi pari a x, la fre-
quenza di scatto per quella transizione sara min(k,x). Considerando la Figura
2.8 nel caso di limitazione implicita, il grado di abilitazione della transizione t,
¢ ew(l) = min(2,3) = 2 se non specifichiamo che la transizione t, ¢ servita
da un solo servente! Se specifichiamo che t1 ha un solo servente, il vettore di
scatto di ty varra eq,(1) = min(2,3,1)) = 1. Quindi la formula matematica
che ci permette di calcolare il grado di abilitazione di una transizione non risulta
completa per il caso di limitazione implicita a servente singolo mentre lo ¢ per il
caso di limitazione esplicita. In base alla definizione di limitazione implicita e di
limitazione esplicita, se avessimo voluto associare alla transizione ty, della T'P N
in Figura 2.7, un numero di serventi pari a 2, avremmo avuto 2 T'PN equivalenti
come quelle rappresentate in Figura 2.9.

Limitazione implicita Limitazione esplicita
Interpretazione con Interpretazione con
servente doppio serventi infiniti

pl |02 pl |02

ti ===ty ¢ ALY
Ps p3

Figura 2.9: T'"PN con 2 serventi disponibili: limitazione implicita con interpreta-
zione a doppio servente e corrispondente limitazione esplicita con interpretazione
a serventi infiniti.

Si vede come, nel caso di limitazione implicita, si sia dovuta sdoppiare la
transizione t; in t1, € t1; le quali, lavorando in parallelo, simulano la presenza
di un doppio servente associato alla transizione ¢; originaria; se calcoliamo la
matrice di incidenza per la T'PN originaria (Figura 2.7) e per la nuova TP N nel
caso di limitazione implicita (Figura 2.9), otteniamo rispettivamente:

~1 -1 -1
C=|-1|, c=|-1 -1
1 11
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Come si era gia detto, per aumentare da 1 a = il numero di serventi associati alla
stessa transizione nel caso di limitazione implicita, si deve prendere la transizione
in questione e replicarla nella 7'"P N per x volte mantenendo le stesse connessioni
con i posti; cioe equivale ad aggiungere, nella matrice di incidenza C', un numero
di colonne uguali pari a 7. Quindi all’ aumentare del numero di serventi aumenta
a dismisura anche il numero di transizioni nella rete rendendola piu complessa e
meno leggibile; per questo motivo si preferisce adottare la limitazione esplicita
che ci permette, nell’esempio in questione, di assegnare un numero di serventi
alla transizione ¢ tramite 1’aggiunta del posto p,. D’ora in avanti considereremo
reti di Petri con limitazione esplicita a serventi infiniti ad eccezione dei casi in cui
non specificheremo il contrario.

La rappresentazione grafica e numerica puo essere caotica anche se si utilizza
la limitazione esplicita: basti pensare ad una rete con ng4 transizioni ciascuna delle
quali ha un cappio per indicarne i serventi; in questo modo avrei x posti in piu in
tutta la rete cio¢ avrei x righe in piu nelle matrici Pre,Post,C' e M. Per ovviare a
questo problema, si ¢ introdotto un vettore dei serventi s:

Definizione 2.2.5. Data una rete di Petri R, costruiamo un vettore s di dimensio-
ne 1 x ng memorizzando il numero di serventi s; € s associato a ogni transizione
t; € T nella colonna j-esima.

Quindi calcoliamo le matrici Pre,Post,C' non considerando al loro interno i
posti che sono collegati alle transizioni tramite un cappio; quest’ultima informa-
zione la andiamo a considerare all’interno del vettore s dove memorizziamo il
numero di serventi associati alle transizioni. Se una transizione ¢; non ha cappio
vuol dire che ha un numero di serventi infiniti che la puo servire: in quest’ultimo
caso, all’interno del vettore s, associerd in corrispondenza della colonna j-esima
il valore co. E’ chiaro che, una volta che ci siamo costruiti il vettore s, € inutile
raffigurare i cappi indicanti i serventi associati alle transizioni in quanto sarebbe
una informazione che abbiamo gia all’interno di s. Le T'PN in Figura 2.10 sono
equivalenti e mi forniscono la stessa evoluzione

Se una transizione ha un grado di abilitazione pari a k, posso definire un vet-
tore dei tempi residui di scatto contente £ componenti ciascuno dei quali sara un
certo orologio partito ad un determinato istante di tempo. Per ogni transizione
posso fare lo stesso ragionamento: cid mi permette di costruire una matrice degli
orologi () che sara costituita dalla concatenazione su piu righe di tutti i vettori
dei tempi residui di scatto associati alle transizioni della 7'PN. Tali orologi ven-
gono inizializzati ogni volta che la transizione viene abilitata ai valori specificati
dalla struttura di temporizzazione; in particolare, nel caso deterministico, sono
impostati a valori costanti. Se ad una stessa transizione sono associati piu oro-
logi, questi vengono memorizzati nella matrice Q in ordine crescente, da sinistra
verso destra. Bisogna porre attenzione sul dimensionamento della matrice () che
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Limitazione esplicita Limitazione esplicita
Interpretazione con Interpretazione con
serventi infiniti e s=[2] serventi infiniti e s=[ ]

P Q pz Py O pz

b > nlolns
P3 ‘ Ps ‘

Figura2.10: TP N con 2 serventi disponibili: limitazione esplicita con il supporto
del vettore s e corrispondente limitazione esplicita con il vettore s vuoto.

dipende strettamente dalle dimensioni dei vettori dei tempi residui di scatto 1 quali
a loro volta dipendono dal vettore di abilitazione: poiche durante I’evoluzione di
una rete 7'PN le transizioni possono assumere diversi valori del grado di abili-
tazione, questo vuol dire che il vettore di abilitazione e, avra al suo interno dei
valori diversi tra di loro e variabili nel tempo. Poiche il valore e, (j) ci fornisce
il grado di abilitazione di ¢; e quindi il numero di elementi che possiede il vettore
dei tempi residui di scatto associato a ¢;, ci possono essere vettori dei tempi di
scatto assocciati alle diverse transizioni che possono avere una dimensione diffe-
rente; nel momento in cui andiamo a fare la concatenazione dei vettori dei tempi
residui di scatto per costruire la matrice degli orologi (), possono esserci elementi
della matrice () vuoti. A questi elementi associamo come valore Na/N cio¢ Not-
a-Number perche non rappresentano niente, ma servono solamente per il corretto
riempimento e dimensionamento della matrice (); ¢ importante notare che il nu-
mero massimo di colonne di () sara dato dal numero massimo di colonne di e,.
Usualmente, la marcatura iniziale ¢ tale per cui i i tempi residui di scatto sono
massimi, quindi ci riferiamo sempre a M ,,,q, se non ¢ specificato il contrario.

Si vuole porre I’attenzione su un caso particolare: consideriamo la T'PN in

Figura 2.11.
dh
f, ()

1 pl

Figura 2.11: Una transizione senza archi in ingresso.

Una transizione che non possiede archi in ingresso, come la transizione ¢, €
detta transizione sorgente. Una transizione sorgente ¢ sempre abilitata, poiche,
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essendo in tal caso Pre(-,t;) = 0, la condizione di abilitazione & sempre verifica-
ta: inoltre, poiche il grado di abilitazione ¢ infinito, la transizione ¢, scatta infinite
volte per 7 = d;. D’ora in avanti eviteremo questa situazione, imponendo che

{ Pre(-,t1) >0, se s(t1) = [0, 0]
Pre(-,t1) =0, se s(t1) =1[0,00]

cioe imponendo che il grado di abilitazione di una transizione sia limitato o dai
posti in ingresso oppure dal numero di serventi associati alla transizione stessa.

Algoritmo 2.2.1. Evoluzione temporale di una rete di Petri temporizzata Se, a
partire da una marcatura M, t; ha un grado di abilitazione pari a k = eq(j) =
enab(M, t;), si ha che Q(t;,-) = [0j1,- - ,0jk]. Detto 0o; = min Q(t;,-) il pin
piccolo dei valori degli orologi associati alla transizione t;, esso rappresenta il
tempo che deve passare, a partire dall’istante attuale, prima del prossimo scatto
di t;, se t; é attualmente abilitata e non viene disabilitata prima che trascorra
Uintervallo o;. L’evoluzione della marcatura di una T' PN avviene attraverso la
ripetizione dei seguenti passi:

1. Inizializzare l'indice | = 0.

2. Identificare lo stato corrente della T'PN contraddistinto dalla marcatura
corrente M,.

3. Calcolare il vettore dei serventi s.
4. Inizializzare la matrice degli orologi ) = ().

5. Calcolare il grado di abilitazione enab(M,,t;) di ogni transizione t; a par-
tire dalla marcatura M, (definizione 2.2.4) e costruire il vettore di abilita-
zione €gp .

6. Calcolare il grado di abilitazione di ogni transizione abilitata in funzione
del numero di serventi associati alle transizioni stesse

eabi(J) = m(ins(j), eab1(7)) t; €T

Se 3eqwi(j) > 0, t; € T allora vai al passo successivo altrimenti vai al
passo 12)

7. 1 =0: Set; € T haun grado di abilitazione paria k = ey, (j) = enab(M;, t;),
si ha che Q(tj,-) = 01, ,0; altrimenti detto z = max(eqp;)
poniamo Q(t;,-) = NaNj,,---,NaN;,
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8.

10.
11.
12.
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l#0 (a) Se il grado di abilitazione eq,,(j) associato alla transizione t,
a partire dalla marcatura M, ¢é inferiore al grado di abilitazione
eab—1(j) associato alla transizione t; a partire dalla marcatura
M, _4, allora devono essere scartati [eqp1-1(J) — €ani(J)] orologi
associati alla transizione t;, che risultano evidentemente in esu-
bero: vengono selezionati ed eliminati dalla riga j-esima della
matrice Q) gli [eqp1-1(j) — €an1(J)] orologi che hanno valori piu
alti.

(b) Se, invece, €up1(7) > €api-1(7), [€abi(§) — €ani—1(J)] orologi de-
vono essere associati a t; e impostati ai valori specificati dalla
struttura di temporizzazione T'empo.

Individuare o*, mediante la relazione
0" = min {o;}
Jit; €T

come il valore pin piccolo fra gli orologi o; associati alle transizioni t ; abili-
tate nella marcatura M; la transizione corrispondente a 0o; = o* é denotata
come t;'f e memorizzata nel vettore di scatto . Se il minimo non é unico,
ma o* é pari al valore minimo di orologio di diverse transizioni, queste si
trovano a scattare contemporaneamente, qualora non vi siano dei conflit-
ti generali e la sequenza di scatto viene memorizzata nel vettore di scatto
a. In caso contrario bisogna adottare una delle tecniche di risoluzione dei
conflitti, come spiegato nel paragrafo 2.2.4

1l tempo avanza fino all’istante 7,.1 = 1, + 0* e il sistema evolve giungendo
alla nuova marcatura My, (7111) = My(1) +C - &

Incrementare 'indice | = | + 1 associato allo stato del sistema.

Ritorna al passo 5)

Fine dell’evoluzione totale della TPN.

Quando facciamo evolvere la rete si ha un cambiamento nel tempo, dovuto allo
scatto delle transizioni dopo un ritardo d associato, della marcatura M, del vettore
di abilitazione e,;, della matrice degli orologi (; possiamo mantenere tutte queste
informazioni all’interno del cosiddetto grafo di raggiungibilita.

Esempio 2.2.2. consideriamo la rete in Figura 2.12.
Analizziamo la rete nel dettaglio per un tempo di evoluzione pari a T = 8. Le
matrici Pre e Post valgono:

1
Pre=| 0 , Post =
0

S O N
)
o = O
_ o O
S OO
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Figura 2.12: Rappresentazione di una 7'P N con transizioni deterministiche.

La matrice di incidenza vale:

-1 -2 6
C= 1 0 -1
0 1 -1

Ci si puo chiedere perche nelle matrici Pre, Post e C' non abbiamo considerato
il posto p4: la risposta é che consideriamo p, come un servente singolo, quindi
stiamo riducendo la complessita delle matrici Pre, Post e C a fronte di introdurre
il vettore dei serventi s = (00, 1, 00), dove il valore in s(1) = s(3) = oo sta ad in-
dicare che le transizioni t, e t3 hanno un numero di serventi infiniti che le possono
servire; analogamente il valore s(2) = 1 sta ad indicare che soltanto un serven-
te puo processare la transizione to. La marcatura iniziale (che consideriamo a
partire dal tempo T = 0) vale:

Mo = [Mo(p1), Mo(p2), Mo(p3)]" = [5,0,0]"
Per questa marcatura, il vettore di abilitazione eq, o avra il seguente valore:
eabo = [q(t1, Mo), q(t2, My), q(ts, Mo)] = [5,1,0]
La matrice degli orologi Qg avra la seguente forma:

5 5 5 ) 5
Qo = 2 NaN NaN NaN NaN
NaN NaN NaN NaN NalN

In Figura 2.12, per questioni di leggibilita, abbiamo omesso tutti gli NaN (Not-
a-Number) relativi alla matrice QQ; si puo subito notare l'influenza del servente
singolo sulla transizione ty la quale, altrimenti, avrebbe avuto un grado di abili-
tazione pari a 2 e quindi 2 orologi anzicche 1. Quindi, a partire dalla marcatura
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iniziale My, si ha la transizione t, con grado di abilitazione pari a 5 e la tran-
sizione to con grado di abilitazione pari a 1: a partire dal tempo T = 0 associo
5 orologi, ciascuno con tempo pari a dy = 5, alla transizione t1, e poi associo
anche 1 orologio con tempo dy = 2, alla transizione t,. La transizione che scatta
prima é quella che ha I’orologio piu basso e cioé ty dopo un tempo di clock T = 2
che prende 2 gettoni dal posto p, e mette un gettone nel posto ps, quindi, in se-
guito allo scatto di t, dobbiamo aggiornare il vettore M, ey, e la matrice (). La
marcatura M, raggiunta dopo un tempo 7, = 2 ed un tempo totale di evoluzione
paria T = 2vale

My = [My(p1), Mi(p2), Mi(ps)]" = [3,0,1]"
Per questa marcatura, il vettore di abilitazione eq, 1 avra il seguente valore
€ab,1 = [Q(Tl, Ml)a Q(T27 Ml)a Q(T?n Ml)] = [37 17 0]

Lo scatto di ty ha fatto abbassare il grado di abilitazione di t, ma non ha disabi-
litato la transizione: ty avra, pertanto, ancora degli orologi associati all’interno
della matrice (), che assumera adesso la seguente forma:

3 3 3
Q1 = 2 NaN NaN
NaN NaN NaN

La transizione t1 ha 3 orologi associati in accordo col grado di abilitazione pari
a 3, il cui valore é dovuto al fatto che, essendo stati abilitati a partire dal tempo
7 = 0 tutti con valore pari a 5 ed essendo gia trascorso un tempo T = 2, vengono
ora aggiornati in relazione al tempo di evoluzione trascorso: da qui si capisce il
perche del loro valore (5 — 2) = 3. La transizione ts, essendo scattata e quindi
essendo gia stata servita da un servente, risulta essere nuovamente abilitata: le
viene associato un nuovo orologio pari a dy = 2. La transizione che scatta prima
e ancora ty dopo un tempo 7, = 2 e dopo un tempo totale di evoluzione pari a
T = 4; in seguito allo scatto di t, dobbiamo aggiornare, come abbiamo gia fatto
in precedenza, il vettore M, ey, e la matrice (). La marcatura M raggiunta dopo
il tempo evoluzione T = 4 vale

M, = [Mz(p1)>M2(p2)7M2(p3)}T = [1707 Q]T
Per questa marcatura, il vettore di abilitazione eq, 2 avra il seguente valore
€ab2 = [Q(thMQ)aQ(tQ;M2)7Q(t3aM2)] = [LO,O]

Lo scatto di 15 ha fatto abbassare ulteriormente il grado di abilitazione di t, ma
non ha disabilitato la transizione: t, ha grado di abilitazione 1, pertanto, avra
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ancora un orologio associato all’interno della matrice ()5 che assumera adesso

la seguente forma:
1

Q2= | NaN
NaN

Si nota come la sola transizione abilitata a partire dalla marcatura My al tempo
T = 4 sia t1: quindi t, scatta dopo un tempo 73 = 1 e dopo un tempo totale di
evoluzione pari a T = b; in seguito allo scatto di t, aggiorniamo il vettore M, ey
e la matrice (). La marcatura M3 raggiunta dopo un tempo 13 = 1 e tempo totale
di evoluzione T = 5 vale

M3 = [M3<1)7 M3<2)7 M3(3)]T = [07 17 2}T
Per questa marcatura, il vettore di abilitazione eq, 3 avra il seguente valore
a3 = [q(T1, M3), q(To, Ms), q(Ts, M3)] = [0,0,1]

Lo scatto di t1 ha eliminato tutti i gettoni presenti in p; e quindi ha disabilitato
la stessa transizione 1, e la transizione t,. La sola transizione abilitata a partire
dalla marcature Ms risulta essere t3 con grado di abilitazione 1, la quale avra un
orologio associato all’interno della matrice

@3
che assumera adesso la seguente forma:
NaN
Q3 = NCLN
3

La transizione t3 scatta dopo un tempo 174, = 3 e dopo un tempo totale di evolu-
Zione pari a T = 8; in seguito allo scatto di ts aggiorniamo il vettore M, ey, e la
matrice (). La marcatura M, raggiunta dopo un tempo di clock 7, = 3 e tempo di
evoluzione totale T = 8 vale

My = [My(p1), Ma(p2), Ma(ps)]" = [6,0,1]"
Per questa marcatura, il vettore di abilitazione eq, 4 avra il seguente valore
Cabd = [q(T1, My), q(Tz, My), q(Ts, My)] = [6,0,0]

Lo scatto di ts elimina 1 gettone sia dal posto ps che dal posto ps e inserisce 6
gettoni nel posto py, riabilitando nuovamente le transizioni t, e ty e disabilitando
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la transizione t3. La matrice degli orologi ()4 che assumera adesso la seguente
forma:
5 5 5 ) 5 5
Q4 = 2 NaN NaN NaN NaN NaN
NaN NaN NaN NaN NaN NaN

La nostra analisi finisce qua in quanto si voleva valutare I’evoluzione temporale
della T PN per un tempo pari a T = 8.

2.2.3 Conflitto strutturale, effettivo e generale

Definizione 2.2.6. In una qualsiasi rete di Petri N, vi e un conflitto strutturale se
esiste un posto p; dal quale escono almeno 2 transizioni, cioe se

Ipi € P |pill =2

Tutto questo lo indichiamo attraverso la coppia K = (p;, {t;.t,, - }) dove
tz,ty, -+ € T rappresentano tutte le transizioni che hanno il posto p; € P comune
in ingresso.

Definizione 2.2.7. In una qualsiasi rete di Petri Ny vi ¢ un conflitto effettivo se
esiste un conflitto strutturale K e una marcatura M tale per cui il numero di
gettoni nel posto ¢ minore della somma delle ampiezze degli archi in uscita dal
posto p; ed in ingresso a transizioni abilitate,cioe se

{ i€ P P}l =2
m(pi) < iy Pre(pit;)  seeqw(j) >0

Un conflitto effettivo lo rappresentiamo attraverso la tripla
KE = <pi7 {tmtyv te }7 M>

Si noti come la definizione di conflitto effettivo valga se e solo se ho al massimo 1
servente per ogni transizione.

Esempio 2.2.3. Consideriamo [’esempio in Figura 2.13 Analizziamo la T PN
rappresentata in (a): il posto ps e in conflitto strutturale in quanto ¢ collegato
sia alla transizione t| che alla transizione t5. Possiamo scrivere cioe che K =
(p2, {t1,t2}); il numero di gettoni presenti in ps e il vettore di abilitazione valgono
rispettivamente M (py) = 1 ed ey, = [1 0]. Andiamo ora a verificare se vi ¢ 0 no
la presenta di conflitto effettivo.

Pre(ps,t1) = M(py) =1
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P1 P2 Ps P1 P2 Ps

t; t ty t;

@ (b)

Figura 2.13: (a) Nessun conflitto effettivo. (b) Conflitto effettivo.

Nella rete in Figura (a) non ¢’e alcun conflitto effettivo. Quindi il numero di get-
toni presenti in p- é sufficiente a far scattare la sola transizione abilitata t,. Nella
rete in Figura (b) troviamo che il numero di gettoni presenti in py e il vettore di
abilitazione valgono rispettivamente M (py) = 1 ed ey, = [1 1]; se ora esaminia-
mo nuovamente la formula che ci permette di stabilire se vi e o no la presenta di
conflitto effettivo scopriamo che:

P’I“€(p2,T1) + P’f’e(pg,Tg) > M(pQ) =1

In questo caso c’é un conflitto effettivo in quanto il numero di gettoni presenti in
po e minore della somma degli archi che vanno in ingresso alle transizioni t; e
o entrambe abilitate: se scatta t1 non puo scattare ty e viceversa. Risulta chiaro
che, se il valore della marcatura nel posto p, fosse maggiore o uguale a 2, non ci
sarebbe piu la condizione che mi portava ad avere il conflitto effettivo e quindi
sia la transizione t, che ty potrebbero scattare. Quindi, aggiungendo un gettone
nel posto py abbiamo eliminato il conflitto effettivo causato proprio da un numero
insufficiente di gettoni.
Proviamo ora ad analizzare le T PN in Figura 2.14.

P Lo ) () P )p(e)

tl t2 tl t2
(a (b)
Figura 2.14: (a) Nessun conflitto effettivo. (b) Nessun Conflitto effettivo ma
conflitto generale.

Si puo notare che il posto p, non ¢é in conflitto effettivo in nessuno dei 2 casi:

(a): 1l posto p, e in conflitto strutturale e la sola transizione abilitata e t,; poiche
Pre(ps,t1) < M(py) non ho alcun conflitto effettivo.
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(b): 1l posto ps e in conflitto strutturale e le transizioni abilitate sono t e ty;
poiché Pre(py, t1) + Pre(pa, ta) = M (p2) non ho alcun conflitto effettivo.

Nel caso (b) si presenta, tuttavia, un problema differente: é vero che non vi ¢
alcun conflitto effettivo, ma eé anche vero che 'I'; é abilitata 2 volte e T, é abilitata
1 volta; quindi il numero di gettoni presenti in p, non é sufficiente a far scattare
tutte le transizioni in relazione al loro grado di abilitazione! Questa situazione ¢
da considerarsi anch’essa come un conflitto che definiremo conflitto generale.

Definizione 2.2.8. In una qualsiasi rete di Petri temporizzata vi ¢ un conflitto
generale se esiste un conflitto strutturale K e una marcatura M tale per cui il
numero di gettoni nel posto p; non é sufficiente a far scattare tutte le transizioni
in uscita dal posto p; in accordo con il loro grado di abilitazione,cioé se

dp; € P ||pt]| > 2
M(p;) < Pre(ps, ')e(j;b

Un conflitto generale lo rappresentiamo attraverso la tripla
KG = <pi7{t$7ty7 e }7M>

11 conflitto generale, dunque, e un conflitto che tiene conto del grado di abilitazio-
ne delle transizioni ed é quello che noi andremo sempre a verificare in quanto,la
sua presenza, genera automaticamente una o pii preferenze sullo scatto di alcune
transizioni rispetto ad altre; inoltre é quello che piu si addice allo studio delle
T PN che noi trattiamo in quanto consideriamo reti con limitazione esplicita con
una politica di serventi infinita se non e specificato il contrario. Ma cosa succe-
de nel caso in cui possono scattare piu transizioni? Consideriamo [’esempio in
Figura 2.14 (b): sia t1 che t, possono scattare; questo lo indichiamo come

{t: ta2}

Siamo in presenza di un conflitto generale perche

Pre(ps, )e¥ = [2] [ ; ] — 3> M(py).

Quindi in presenza di un conflitto generale dobbiamo fare delle scelte: dobbiamo
decidere quali transizioni devono scattare e quante volte farle scattare in quanto
il numero di gettoni nei posti non é sufficiente per lo scatto di tutte; tuttavia con-
tinuiamo ad applicare ’algoritmo 2.2.1 applicando tale scelta al passo 8) (come
spiegheremo nel paragrafo successivo), assumendo che nonostante le transizio-
ni possano essere servite contemporaneamente ([ty t3]), scattino sequenzialmente

([t1 ta] oppure [ty t1]); Quindi
{t1 ta} = { [t t] oppure [t t1]
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2.2.4 Conflitto generale: possibili risoluzioni

Finora abbiamo detto che nelle T'P N si possono incontrare dei conflitti generali
ma non abbiamo detto come possiamo risolverli; ci sono 2 tecniche:

1. Stocastica.

2. Deterministica.

Risoluzione stocastica: Applichiamo il seguente algoritmo

Algoritmo 2.2.2. Questo algoritmo si basa sull’assegnazione di un peso
alle transizioni della rete:

1.

Applicare I'algoritmo 2.2.1 sostituendo il passo 8) con i seguenti pas-
Si.

2. Inizilizzare x = 1;

3. Individuare o*, mediante la relazione

X .
0" = min {o;

j:tjeT{ i}
come il valore pin piccolo fra gli orologi o associati alle transizioni
t; abilitate nella marcatura M.

Memorizzare le transizioni corrispondenti a o* all’interno del vettore
di scatto denominato se_fire,.

Memorizzare la marcatura corrente M, , = M, e il vettore dei serventi
Sy = S.

Memorizzare il peso associato a ciascuna transizione all’interno di un
vettore o di dimensione 1 X ng

Calcolare la probabilita di scatto di ogni transizione t; abilitata, di-
pendente sia dal peso o(j) che dall’effettivo grado di abilitazione
se_fire,(j), come

a. x se_firel

(e x se_firel)’

Per ogni transizione abilitata t; € T si estrae un valore random
da una distribuzione uniforme compresa fra [0, Prob Ty(j)] e lo si
memorizza in un nuovo vettore con di dimensioni 1 X ng dato da

Prob T, =

con(j) = unifrnd(0, ProbT,(j)) tjeT.
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9. Calcolare il minimo valore con* del vettore con e l'indice ad esso
associato che mi indichera la transizione con priorita maggiore
con® = max con(j) t;eT
Jit; €T
10. Creare un vettore nullo se_single_fire di dimensione 1 x nd che
avra un valore pari a 1 in corrispondenza della colonna j-esima se
con(j) = con*; se pin transizioni hanno con(j) = con®, allora si
sceglie quella con indice piu basso.

11. Aggiornamento del vettore della sequenza di scatto

g = 7 + se_single_fire

12. Aggiornare il vettore della marcatura attuale M, 1 = M, , + Pre -
se_single_fire in seguito alla scatto della transizione con priorita
maggiore.

13. Incrementare l’indice © = x + 1.

14. Aggiornare i serventi che sono gia stati utilizzati
Sy = Sz_1 — se_single_fire.

15. Calcolare il grado di abilitazione di ogni transizione abilitata in fun-
zione del numero di serventi associati alle transizioni stesse

se_fire,(j) = min(s,(j), se_fire,(j)) t; €T

Se dse_fire,(j) >0 t; € T allora vai al passo 7), altrimenti vai al
Passo successivo.

16. Proseguire I’algoritmo 2.2.1 dal passo 9).

Precisazioni:1l fatto che una transizione abbia un peso maggiore non vuol
dire che scatti prima di un altra con peso minore; bisogna considerare che la
probabilita di scatto associata ad ogni transizione ¢ in funzione sia del suo
peso che del grado di abilitazione che essa assume ( punto 7 dell’algoritmo).
Tuttavia, nonostante una transizione abbia una probabilita di scatto di scat-
to maggiore rispetto a tutte le altre, non ¢ detto che scatti prima: infatti la
scelta dello scatto ¢ dovuta ad una funzione random uniforme (da qui deriva
il nome di metodo stocastico) che prende dei valori casuali (punto 8 dell’al-
goritmo) di cui poi vado a considerare il minimo (punto 9 dell’algoritmo).
Si noti che se il vettore con dovesse avere al suo interno piu valori uguali
pari al con® = min(con) (ipotesi remota ma possibile) vado a scegliere il
valore memorizzato con I’indice piu basso.
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Risoluzione deterministica: Applichiamo il seguente algoritmo

Algoritmo 2.2.3. Questo algoritmo si basa sull’assegnazione sia di un peso
che di un livello di priorita alle transizioni della rete. Definisco la funzione

H:T—>N+

dove 11(t;) e la priorita della transizione t;; se 11(t;) < Il(t;) allora t; ha
priorita rispetto a .

1. Applicare I’algoritmo 2.2.1 sostituendo il passo 8) con i seguenti pas-
Si.

2. Inizilizzare x = 1;

3. Individuare o*, mediante la relazione

X )
0" = min {o;
j:tjET{ i}
come il valore piu piccolo fra gli orologi o; associati alle transizioni
t; abilitate nella marcatura M.

4. Memorizzare le transizioni corrispondenti a o* all’interno del vettore
di scatto denominato se_fire,.

5. Memorizzare la marcatura corrente M, = M, e il vettore sei serventi
Sy = S.

6. Memorizzare il peso associato a ciascuna transizione all’interno della
prima riga della matrice « e il livello di priorita a cui appartengo-
no le transizioni all’interno della seconda riga della matrice o, dove
a(2, ) = 1L(t;); quindi o avra una dimensione pari a 2 X ng

7. Calcolare I’insieme delle transizioni abilitate che appartengono al
livello di priorita piu basso.

priority_level = min(se_ones™). x a(2,-)

dove se_ones é un vettore colonna di dimensione 1 X ng che memo-
rizza un valore pari a 1 in corrispondenza della riga j-esima se la
transizione t; e abilitata altrimenti memorizza 0.

8. Se solo una transizione t; verifica la condizione
alpha(2,t;) = priority_level allora si deve creare un vettore nullo
se_single_fire di dimensione 1 x ng che avra un valore pari a 1 in
corrispondenza della colonna j-esima se
alpha(2,t;) = priority_level e si deve andare al passo 12); altrimen-
ti vai al passo successivo.
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. Calcolare la probabilita di scatto di ogni transizione t; abilitata tale

per cui a(2,t;) = priority_level, dipendente sia dal peso o(j) che
dall’effettivo grado di abilitazione se_fire,(j), come

. * se_firel

S (a. x se_firel)

Per ogni transizione abilitata t; € T per la quale vale a(2,t;) =
priority_level, si estrae un valore random da una distribuzione uni-
forme compresa fra [0, Prob_Ty(j)] e lo si memorizza in un nuovo
vettore con di dimensioni 1 X nd dato da

Prob T, =

con(j) = unifrnd(0, Prob(j)) t; €T.

Calcolare il minimo valore con* del vettore con e ’indice ad esso
associato che mi indichera la transizione con priorita maggiore

* . .
con” = min con t:eT
jier (4) J

; se pint transizioni hanno con(j) = con®, allora si sceglie quella con
indice piu basso.

Aggiornamento del vettore della sequenza di scatto

d = d + se_single_fire

Aggiornare il vettore della marcatura attuale M, ., = M, , + Pre -
se_single_fire in seguito alla scatto della transizione con priorita
maggiore.

Incrementare l'indice v = x© + 1.

Aggiornare i serventi che sono gia stati utilizzati
Se = Sp_1 — se_single_fire.

Calcolare il grado di abilitazione di ogni transizione abilitata in fun-
zione del numero di serventi associati alle transizioni stesse

se_fire,(j) = min (s,(j), se_fire,(j)) t; €T
52 (5)7#0

Se dse_fire,(j) >0 t; € T allora vai al passo 7), altrimenti vai al
Passo successivo.
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18. Proseguire I’algoritmo 2.2.1 dal passo 9).

Precisazioni:E’ possibile risolvere un eventuale conflitto generale grazie
all’ appartenenza ad un certo livello di priorita; le transizioni che apparten-
gono ad un livello di priorita minore scattano prima di quelle che apparten-
gono ad un livello di priorita maggiore. Tuttavia, se 2 transizioni che devono
scattare, sono in conflitto generale e appartengono allo stesso livello di prio-
rita, ¢ necessario introdurre come secondo elemento risolutivo per la scelta
dello scatto di una delle 2 transizioni: il peso associato alle stesse transizio-
ni. Stiamo, cioe, introducendo un metodo di risoluzione stocastico. Per noi,
nonostante possa verificarsi quest’ultimo caso, rimane lo stesso un metodo
di risoluzione deterministico per via dei livelli di priorita. Chiaramente I’e-
sempio appena fatto soltanto considerando 2 transizioni, puo essere esteso a
un numero maggiore. E’ facile capire che il caso di risoluzione stocastica ¢
un caso particolare di quello deterministico in quanto stiamo considerando
le transizioni appartenenti tutte a un unico livello di priorita.

Consideriamo un esempio per chiarire meglio I’applicazione dei 2 algoritmi

o) rCor(e) o pCon(s)

tl t2 t1 t2
(041 (o9} (o1 (o9}
Livello di priorita Livello di priorita
t level 2
tt b levell t level 1
(a) (b)

Figura 2.15: a) Conflitto generale: risoluzione con il metodo stocastico.

Conlflitto generale: risoluzione con il metodo deterministico.

Esempio 2.2.4. Per entrambe le reti in figura si hanno le seguenti proprieta:

1. My =[2,2,1]
2. eab’O = [2, 1]

3. Sp = [O, 0]

b)
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Consideriamo il caso in Figura 2.15 a): Le transizioni abilitate t e ty apparten-
gono tutte allo stesso livello di priorita, quindi non serve specificare la seconda
riga della matrice o in quanto risulterebbe una informazione inutile ai fine della
risoluzione del conflitto. Il vettore o avra la seguente forma:

a = [ag, ag).

Se ipotizziamo che oy > i ci sono buone possibilita che scatti 2 volte la tran-
sizione ti, mentre, se ipotizziamo o < g, ci sono buone possibilita che scatti
prima la transizione ty e poi la transizione t; ( 1 sola volta poiché il grado di
abilitazione di t, si e abbassato in seguito allo scatto di t5). Tutta la dinamica di
scatto ¢ legata al vettore con che abbiamo introdotto nel punto 9) e 10) dell’algo-
ritmo 2.2.2: si puo notare proprio da questo aspetto che la tecnica di risoluzione
risulta essere stocastica. Consideriamo il caso in Figura 2.15 b): Le transizioni
abilitate t, e 15 appartengono a 2 livelli di priorita: o sara una matrice che avra
la prima riga costituita dai pesi delle transizioni e la seconda riga costituita dai
livelli di priorita associati alle transizioni stesse, cioe

o= a1 Qo
012 |
Scattano prima le transizioni abilitate con livello di priorita piii basso. Nell’ esem-
pio in Figura 2.15 b) scatta prima la transizione t5 (1 volta) e poi la transizione t,
(1 volta) sia che ipotizzaimo oy > ase sia che ipotizziamo o < «w. In questo ca-

so conosco a priori le transizioni che scattano: questo grazie ai livelli di priorita
diversi associati alle transizioni.

2.2.5 Reti di Petri temporizzate stocastiche

Le reti di Petri temporizzate stocastiche sono reti di Petri in cui i tempi di scatto
delle transizioni sono rappresentati da variabili aleatorie. Una T'PN stacastica
si puo pertanto considerare come un modello che genera un processo stocastico:
a ogni transizione temporizzata ¢ associato un ritardo descritto da una variabile
aleatoria che ha una certa distribuzione, quindi associamo a ogni transizione ¢;
il parametro \; caratteristico della sua distribuzione, detto frequenza o tasso di
scatto che corrisponde all’inverso del ritardo medio di scatto (si consulti 6.1.2).

Definizione 2.2.9. Una rete di Petri temporizzata stocastica é una struttura alge-
brica R = (N4, Tempo) dove:

e N = (Pre, Post) ¢ una rete posto/transizione come nella definizione 2.1.1
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e Tempo: T — R{ e una funzione associata al set di transizioni T secondo

la quale Tempo(t;) = )\i = pj = valor medio associato a t;; definisco
J
A= [A1 Ag - -] come il vettore delle frequenze di scatto delle transizioni.

Per una T'P N le regole di scatto sono le stesse di una 7'P N, con I’unica diffe-
renza che, in questo caso, la scelta della prossima transizione da far scattare viene
effettuata sulla base delle probabilita di scatto delle singole transizioni. La ma-
trice degli orologi () avra dei valori, associati alle transizioni temporizzate stoca-
stiche, che vengono estrappolati di volta in volta in modo casuale dalle rispettive
distribuzioni. La gestione degli orologi ¢ come per le T'PN ¢ deterministiche:
il comportamento delle 7'P N stocastiche evolve come se tutte le volte che essa
raggiunge una marcatura nuova, ogni transizione t; abilitata ricampionasse dal-
la propria densita di probabilita del ritardo una nuova istanza d;. Ad esempio, se
analizziamo le transizioni temporizzate aventi un ritardo descritto da una variabile
aleatoria con funzione distribuzione esponenziale negativa, a ogni transizione t;
dobbiamo associare il parametro \; = H—lj se volessi attribuire un orologio all’in-
terno della matrice (), dovrei andare a estrapolare in modo random un valore dalla
distribuzione esponenziale negativa avente valor medio . Molti ricercatori hanno
dimostrato le potenzialita delle TP N stocastiche con distribuzione esponenziale
per I’analisi delle prestazioni di sistemi reali, risultanti soprattutto dal fatto che,
dal punto di vista del comportamento dinamico, una 7'PN stocastica con distri-
buzione esponenziale ¢ equivalente ad una catena di Markov a tempo continuo:
1 tempi di permanenza in ogni marcatura sono distribuiti in modo esponenziale.
Per studiare analiticamente le reti di Petri discrete stocastiche esponenziali sia-
mo costretti a ricondurci alla una catena di Markov a tempo continuo equivalente.
E’ facile capire, quindi, come il problema maggiore nella valutazione di indici
di prestazioni utilizzando modelli 7'PN stocastici con transizioni a ritardo espo-
nenziale sta nella necessita di lavorare con le equazioni di equilibrio basate sul
grafo di raggiungibilita. Infatti, le dimensioni del grafo di raggiungibilita cresco-
no in modo esponenziale sia con il numero di marche nella marcatura iniziale M,
sia con il numero dei posti: pertanto le dimensioni di tale grafo e 1’onere com-
putazionale della procedura di soluzione impediscono di ottenere una soluzione
analitica esatta. Tuttavia limitare lo studio dei sistemi reali attraverso le 7' PN
con transizioni stocastiche esponenziali risulta abbastanza riduttivo! Se si vuole
studiare un modello attraverso reti di Petri temporizzate con transizioni stocasti-
che che non abbiano andamento esponenziale, si € costretti a simularle in quanto
analiticamente lo studio risulterebbe troppo oneroso e complesso.

L’evoluzione nel tempo di una 7'P N stocastica con distribuzione esponenziale
ci permette, inoltre, di studiare i sistemi a coda, dove ogni coda ¢ costituita da:

e my servitori (o serventi) identici;
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e clienti dello stesso tipo;

e uno spazio in cui i clienti attendono il servizio, che ¢ poi la coda vera e
propria.

Lo studio di questi sistemi sara facilitato dall’utilizzo del simulatore HY PEN S
grazie al quale possiamo avere diverse statistiche simulando direttamente la rete
di Petri stocastica e non essendo costretti a calcolarcele analiticamente attraverso
I’utilizzo delle tabelle: si consulti il paragrafo 2?.



Capitolo 3

Reti di Petri continue

3.1 Introduzione alle reti di Petri continue

Come abbiamo spiegato nel capiloto, il numero di stati che una rete di Petri puo
raggiungere cresce indefinitamente con il numero di marche nella rete e cio costi-
tuisce una limitazione importante all’uso pratico dei modelli di SE D costituiti da
reti di Petri. Per fare un esempio, si consideri un sistema di produzione costituito
da 3 macchine in serie my, ms, mg intervallate da 2 spazi di accodamento inter-
medi di capacita c; e co: tutti i pezzi visitano le macchine in sequenza e attendono
in coda se necessario. Nell’ipotesi che ci sia spazio di accodamento illimitato a
monte di m; e a valle di mg, il sistema puo raggiungere un numero di stati pari a
23(cy + 1)(cq + 1); se per esempio ¢; = ¢y = 10, gli stati in cui il semplice siste-
ma produttivo puo trovarsi sono ben 968, il che rende bene I’idea di quale possa
diventare questo numero per sistemi appena pitt complicati. E’ anche per ovviare
a questo inconveniente che sono stati introdotte le reti di Petri continue (C'PN),
in cui le marcature sono numeri reali e il processo di scatto delle transizioni ¢
continuo. Le C'PN costituiscono un’approssimazione accettabile del comporta-
mento delle parti di un SED che possono essere assimilati a processi continui;
per esempio per tornare alla catena di produzione precedentemente descritta, se
la produzione avviene senza interruzioni o quasi, ¢ ragionevole approssimare co-
me continuo il flusso delle parti da lavorare attraverso la serie delle 3 macchine,
cosi come ¢ di conseguenza plausibile considerare reale il numero di pezzi che
attendono nelle diverse code. Sarebbe invece sbagliato comportarsi in maniera
analoga per quanto riguarda lo stato operativo di ogni macchina (attiva, guasta,
in riparazione, - - - ) che deve forzatamente essere rappresentato da una variabile
discreta. Perche, quindi, introdurre le reti di Petri continue? Perche i problemi di
scala reale sono spesso intrattabili sia analiticamente che computazionalmente se
si usano modelli discreti: per far fronte a questo problema, si sono approssimati i

39



40 CAPITOLO 3. RETI DI PETRI CONTINUE

modelli discreti con modelli continui che hanno portato i seguenti vantaggi:

1. Aumento dell’efficienza computazionale in quanto la simulazione di mo-
delli fluidi e piu efficiente;

2. Riduzione della dimensione dello spazio di stato;

3. Introduzione, nei modelli, dei parametri continui e relativo aumento della
velocita di ottimizzazione;

4. Lapprossimazione di fluido non introduce errori significativi.

3.2 Reti di Petri continue

Una rete di Petri continua temporizzata puo essere considerata, idealmente, come
un limite per £ — oo di una T'PN nella quale ogni marca ¢ stata suddivisa in k
parti infinitesime ciascuna detta foken; questo procedimento consente di trasfor-
mare le marche discrete in quantita reali (token). Conseguentemente, in una rete
di Petri continua sia la marcatura sia i pesi degli archi sono costituiti da numeri
reali. Consideriamo 1’esempio in Figura 3.1.

1 ty t
e A R SR CY B o
P2 2 P2 17

ol el ) )
e O N O B

Figura 3.1: Da una rete di Petri temporizzata ad una rete di Petri continua.

Esempio 3.2.1. In Figura 3.1 a) Si ha un flusso di marche (o gettoni) attraverso il
posto py e le transizioni t, e to sono rispettivamente a doppio servente (posto ps) e
a singolo servente (posto ps): ogni volta che é trascorso un tempo T = d vengono
depositate 2 marche in p; mentre ogni volta che é trascorso un tempo T = ds viene
rimossa 1 marca da p;. In altre parole, il tasso di flusso delle marche attraverso
le transizioni vale:
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2 s .
e o per la transizione t1

° é per la transizione t, finché ci sono marche in py, altrimenti vale 0.

La Figura 3.1 b) ¢ ottenuta dalla Figura 3.1 a) nel seguente modo: ogni mar-
catura e divisa in k = 2 tokens e il tempo associato a ogni transizione ¢ a sua
volta diviso in 2. Ogni volta che é trascorso un tempo T = %1 vengono depositati
2 tokens in p, mentre ogni volta che é trascorso un tempo 7 = %2 viene rimosso
1 token da p,. In altre parole, il tasso di flusso dei token attraverso le transizioni

vale:

4 . .
o - per la transizione ty;

) % per la transizione t, finche ci sono token in py, altrimenti vale 0.

1l tempo di riempimento e svuotamento del posto p, é analogo sia per la Figura
3.1 a) che b). Se ogni marca in p; é divisa in k tokens, il tempo associato alla
transizione ty e t, e rispettivamente T = % eT = df. Quando k tende ad infinito,

[’unita marca puo essere usata al posto dell’unita token: la marcatura di p; é
k

espressa in marche e il rate del flusso di tokens % e g, € rimpiazzato attraverso
il rate del flusso di marche V', = % eVy = é, dove V; indica la massima velo-
cita di scatto associata alla transizione t; come mostrato in Figura 3.1 c). Se le
transizioni nella rete sono piu di una, posso definire un vettore dell velocita mas-
sime V' la cui generica componente V; memorizza il valore della velocita massima

associata alla transizione j-esima.

Definizione 3.2.1. La velocita massima associata ad una transizione e data dal
prodotto fra il rate di flusso associato al singolo servente per il numero di serventi
associati alla transizione stessa.

Consideriamo, ad esempio, in Figura 3.1 ¢) la transizione ¢, con velocita mas-
sima V5 = dl—Q: se M(p;) = 0 non possiamo parlare pitt di velocita massima,
perche, in quest’ultimo caso, la velocita sarebbe nulla. Introduciamo allora il con-
cetto di vettore delle velocita istantanea di scatto v (detto anche I 'S, istantaneous
firing speed) dove v; = ¥(t;) indica il valore attuale della velocita istantanea as-
sociata alla transizione j-esima: se M(p;) = 0 allorav; = 0 e se M(p;) > 0
allora v; = V4.

Definizione 3.2.2. Una PN continua é una struttura N, = (P, T, Pre, Post)

dove:
o P={p1,p2,"* ,Dmec} & un insieme finito di m, posti continui non vuoto.
o T = {ty,ty, - ,ln.} & un insieme finito di n. transizioni continue non

vuoto.
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e Pre : P xT — R{: e la funzione di pre-incidenza che specifica gli
archi diretti dai posti alle transizioni (detti archi Pre) e viene rappresentata
mediante una matrice m. X n.; pii precisamente, Pre(p;,t;) indica quanti
archi vanno dal posto p; alla transizione t;.

e Post: P xT — R{: ¢ funzione di post-incidenza che specifica gli archi
diretti dalle transizioni ai posti (detti archi Post) e viene rappresentata
mediante una matrice m. X n.; pii precisamente, Post(p;, t;) indica quanti
archi vanno dalla transizione t; al posto p; .

Si noti che in una rete di Petri continua P. = PeT. = T, cioe I'insieme di
tutti 1 posti e transizioni della rete sono continui. Le matrici Pre e Post sono
delle matrici di numeri reali non negativi. Si denota con Pre(-,¢;) la colonna
della matrice Pre relativa alla transizione ¢, e con Pre(p;, -) la riga della matrice
Pre relativa al posto p;. La stessa notazione vale per la matrice Post. Si suppone
che PNT = (), cioe posti e transizioni sono insiemi disgiunti e che P U T # (),
cioe la rete ¢ costituita da almeno un posto o da una transizione. L’informazione
sulla struttura di rete contenuta nelle matrici Pre e Post puo essere compattata in
un’unica matrice, detta di incidenza.

Definizione 3.2.3. Una PN continua temporizzata é caratterizzata dalla struttura
algebrica N, = (N., V') dove:

e N.= (P, T, Pre, Post) definita nella definizione ;

o V : T — R{ e unafunzione che, data una transizione j-esima mi restitui-
sce la velocita massima associata, V (t;) = V;.

Definizione 3.2.4. Data una rete N.,, con m. posti ed n. transizioni, la matrice
diincidenza C': P x T — Rf{ e la matrice m. X n. definita come:

C = Post — Pre
cioe il generico elemento di C vale C(p;,t;) = Post(p;,t;) — Pre(p;,t;).

Data C' non posso ricostruire il grafo, mentre date le matrici Pre e Post posso
ricostruire perfettamente il grafo. Mediante la marcatura ¢ possibile definire lo
stato di una CPN.

Definizione 3.2.5. Una marcatura ¢ una funzione M : P — R{ che assegna ad
ogni posto un volume di fluido.

Definizione 3.2.6. Una rete N, con una marcatura iniziale M, ¢ detta rete mar-
cata o sistema di rete e viene indicata come R, = (N.,, M) .
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Si noti che il vettore della generica marcatura M ¢ un vettore colonna m,. x 1,
quindi ha tante righe quanti sono 1 posti continui della rete. Un esempio chiarira
questi concetti.

Esempio 3.2.2. In Figura 3.2 é rappresentata la rete N, = (P, T, Pre, Post, V, M)
con insieme dei posti P = {p1} e insieme delle transizioni T = {t1,t5}.

tlS Vl

+ 25

ple9)

t2: V2

Figura 3.2: Una rete di Petri continua temporizzata marcata.

Le matrici Pre e Post valgono:
Pre=[0 3,2], Post=[25 0].
La matrice di incidenza vale:
C=[25 -32].

1l vettore delle velocita massime V' e della marcatura iniziale M vale rispettiva-
mente V = Vi Vo | My=[4,0]

Anche nel caso di C'PN possiamo definire le seguenti simbologie. Data una
transizione si definiscono i seguenti insiemi di posti:

e Insieme dei posti in ingresso alla transizione ¢;
*t; = {p; € P | Pre(p;,t;) > 0}.
e Insieme dei posti in uscita dalla transizione ¢;
t; = {pi € P | Post(p;,t;) > 0}.
Dato un posto si definiscono i seguenti insiemi di transizioni:

e Insieme delle transizioni in ingresso al posto p;

.pi = {t] eT | POSt(pi,tj) > 0}
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e Insieme delle transizioni in uscita dal posto p;
p; ={t; € T'| Pre(p;,t;) > 0}.
Ad esempio nella rete in Figura 3.1 vale *t; = {p1}, 1} = {;}, °»1 = {t:},
pt = {t2}.

Definizione 3.2.7. Sia M una marcatura di una data C PN, l’insieme di posti P
puo essere suddiviso in 2 sott’insieme:

e Pt(M) e Uinsieme di posti p; tali per cui M (p;) > 0;
o PY(M) e 'insieme di posti p; tali per cui M (p;) = 0.

Una macro-marcatura ¢ ['unione di tutte le marcature M con lo stesso set PT (M)
di posti marcati: il numero di macro-marcature raggiungibile attraverso una
CPN con nc posti é minore o uguale a 2™°.

Una macro-marcatura puo essere indicata come M*. Il cambio da una macro-
marcatura ad un’altra si verifica quando si manifesta uno dei seguenti eventi:

e (Cl-event: la marcatura di un posto marcato diventa nulla.
e (C2-event: un posto non marcato diventa marcato.
Consideriamo 1’esempio in Figura 3.2: le possibili macro-marcature sono 2,

ciogd PT(Mg) = {p1} e PT(M}) = 0.

3.2.1 Abilitazione ed evoluzione

Definizione 3.2.8. Data una rete (N,, M), una transizione t; si dice

e fortemente abilitata al tempo T se

M(pz) >0 Vpl c* tj

e debolmente abilitata al tempo T se
M(pi) =0 Vp; €

Quindi se ogni posto p; € P in ingresso a ?; contiene un numero di mar-
che maggiore di zero allora la transizione ¢; ¢ fortemente abilitata, altrimenti ¢
debolmente abilitata. Consideriamo 1’esempio in Figura 3.2: sia ¢; che ?5 sono
fortemente abilitate.
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Definizione 3.2.9. Data una rete (N., M), definiamo la velocita come:

e velocita di riempimento del posto p;

I = Z Post(pi, t;) - v;

tiE®p;
e velocita di svuotamento del posto p;

0, = Z Post(p;, ty) - vy

tkE®pi

Definizione 3.2.10. Per calcolare la velocita associata a ogni transizione al tem-
po T seguiamo i seguenti passi:

e Se una transizione t; e fortemente abilitata, puo scattare alla velocita mas-
sima: vi(t) = V.

e Sia t; una transizione debolmente abilitata e sia A;(T) il sotto insieme dei
posti p; €° t; tali per cui M (p;) = 0. Se t; non ¢ una transizione in conflitto
generale rispetto ai posti in A;(7), allora la velocita istantanea di scatto di
tj vale

1
v;(7) = min (=—F—— Post(p;, ti) - vi(7), Vi
) piEAJ(T)(Pm(Pi,tj) tJ;Di (Burta) - on{7), Vi)

Questo sta a giustificare il fatto che, per tutti i posti vuoti, la velocita totale
di svuotamento non puo mai essere maggiore della velocita totale di riempimen-
to. Se una transizione abilitata debolmente € coinvolta in un conflitto effettivo,
la sua velocita istantanea di scatto puo essere minore della quantita indicata nella
definizione 3.2.10. Consideriamo la rete in Figura 3.3 Per un tempo 7 > 0 sia
la transizione t; che la transizione ¢, sono fortemente abilitate, mentre la transi-
zione t3 ¢ debolmente abilitata (non al tempo 7 = 0 ma subito dopo): le velocita
istantanee di scatto per 7 > ( valgono:

3. v3 = min(vy, ve, V3) = vy = 1.

Fino ad adesso non abbiamo ancora detto nulla su come evolve una rete con-
tinua temporizzata: introduciamo il concetto di bilanciamento assumendo che
M (p;) = M;(T) per mettere in evidenza il fatto che si tratta di marcature che
variano con continuita nel tempo.
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Figura 3.3: Esempio di C'PN con transizioni sia fortemente abilitate che
debolmente abilitate.

Definizione 3.2.11. I/ bilanciamento della marcatura del posto p; in una C PN
e:

cioe la differenza fra le velocita di riempimento e di svuotamento di un posto. Il
bilanciamento di p; corrisponde alla derivata temporale della sua marcatura:

— = Bi(1) =

M, (1 + dt) — M;(7)
dt

L’evoluzione della marcatura nel tempo é descritta come
M; (T + dt) = M;(T) + B;(7) - dt

Per ogni posto p; vuoto deve valere B; > 0, cioe la velocita totale di svuotamento
deve essere minore o al massimo uguale alla velocita totale di riempimento.

Consideriamo I’esempio in Figura 3.3 a partire dall’istante di tempo 79 = 0:

My(to+t)=3—t per te]0, 3
My(to+1t) =4 —3t per tel0, 3]
Ms(mo+1t) =0 per te (0, 3
My(mo+1t) =2t per t € |0, %]

Queste sono alcune delle possibili equazioni che regolano il flusso all’interno della
rete: per studiare I’evoluzione delle C'PN si deve introdurre il concetto di IB-
state (invariant behavior state).

Definizione 3.2.12. Si definisce IB-state lo stato delle rete di Petri continue all’in-
terno del quale il vettore delle velocita istantanee U rimane costante. L’evoluzione



3.2. RETI DI PETRI CONTINUE 47

consiste nel cambio nel cambio da uno stato di velocita ad un altro stato di ve-
locita attraverso il verificarsi di un evento che cambia il valore della marcatura
alla quale é associato. Se si possono verificare piu eventi, facciamo evolvere la
rete in funzione dell’evento che si verifica prima di tutti.

Si noti come il passaggio da un IB-state ad una altro ¢ dovuto al verificarsi
dell’evento C1, cio¢ al fatto che la marcatura di un posto marcato diventa nulla.
Consideriamo, nuovamente, 1’esempio in Figura 3.3 a partire dall’istante di tempo
T0 = 0:

1. IB-state 1 al tempo 7o = 0 costituito dalla marcatura M = (3, 4, 0, 0)
e da un vettore delle velocita istantanee ¢ = (1, 3, 3). Le equazioni che
regolano I’evoluzione a partire dal tempo 79 = 0 sono:

Ml(To—f—t) =3t
My(ro+1t)=4—3t
Mg(TO +t) = 0
M4(7’0 —{—t) = 2t

L’evento che fa evolvere la rete al prossimo IB-state ¢ quello che si verifica
quando si svuota il posto ps.

2. IB-state 2 dopo un tempo pari a t = 3(11 = 79 + ¢ = 3) costituito dalla
marcatura M = (%, 0, 0, %) e da un vettore delle velocita istantanee
= (1, 0, 1). Le equazioni che regolano I’evoluzione a partire dal nuovo

valore del tempo 71 = % sono:

L’evento che fa evolvere la rete al prossimo IB-state ¢ quello che si verifica
quando si svuota il posto p;.

3. IB-state 3 dopo un tempo pari a t = 2(7, = 71 + ¢ = 3) costituito dalla
marcatura My = (0, 0, 0, 1) e da un vettore delle velocita istantanee
v = (0, 0, 0). Le equazioni che regolano 1’evoluzione a partire dal dal
nuovo valore del tempo 7, = 3 sono:

M(15) =0
MQ(TQ) = O
Mg(Tg) = O
M4(7'2) =1
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Non ci sono altri eventi che permettono 1’evoluzione della rete: infatti il
vettore delle velocita istantanee 7 = (0, 0, 0) fa si che il valore delle
marcature nei posti rimanga costante.

3.2.2 Velocita minima e massima

Fino ad ora abbiamo parlato solamente di velocita massima, sott’intendendo che
la velocita minima associata alle transizioni fosse nulla. Introduciamo il concetto
di velocita minima associato ad una transizione, dando una nuova definizione di
rete continua temporizzata.

Definizione 3.2.13. Una C PN ¢ caratterizzata dalla struttura algebrica N., =
(Ne, V') dove:

e N.= (P,T, Pre, Post) definita nella definizione ;

o V:T — R} x RE ¢ una funzione che, data una transizione j-esima mi
restituisce la velocita minima e massima associata; V' é una matrice n. X 2
dove V (j,1) indica la velocita minima associata a t; e V (j,2) indica la
velocita massima associata a t;.

Consideriamo I’esempio in Figura 3.4.

+ 25

pl@

-+ 32

to—=—[1v,]

Figura 3.4: C'PN con transizioni aventi una velocita minima e massima.

La transizione ¢; ha una velocita minima pari a 0 e una velocita massima pari
a V1, mentre ¢, ha una velocita minima pari a 1 e una velocita massima pari a V5.
D’ora in avanti, qualora specifichiamo solo la velocita massima associata ad una
transizione, stiamo sott’intendendo che la velocita minima € nulla.

3.2.3 Evoluzione: problema di programmazione lineare

Fino ad ora abbiamo considerato 1’evoluzione sott’intendendo sempre la massi-
mizzazione della somma delle velocita istantanee delle transizioni, rispettando
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i vincoli imposti dalla definizione 3.2.10; tuttavia possiamo voler scegliere, ad
esempio, di annullare la velocita istantanea di alcune transizioni per massimiz-
zare la quantita di fluido presente in un posto. Stiamo introducendo il concetto
di problema di programmazione lineare: tutte le volte che vogliamo far evolvere
una rete di Petri continua temporizzata applichiamo 1’algoritmo 4.1.2, ogni qual
volta si vuole passare da un IB-state al successivo IB-state, dove abbiamo indica-
to con C e (5 i vincoli che deve rispettare la funzione obiettivo J (spieghiamo
I’algoritmo pari passo con un esempio mostrato in Figura 3.6).

== vs12 ty=—/—vVv,=42 ts=——V=3

Figura 3.5: C'PN con transizioni aventi una velocita minima e massima.

Algoritmo 3.2.1. Evoluzione temporale di una rete di Petri continua:
1. Inizializzazione: M = M.

2. Limite delle velocita. In accordo con la definizione del modello, la velocita
istantanea associata ad una transizione deve essere compresa fra la velocita
minima e massima associata alla transizione stessa:

Clz{OSUlSQ,OS’UQSB,OSU;;S1.2,0§U4§4.2,0§U5§3}.

3. Bilanciamenti non negativi. Poiché una marcatura non puo essere negativa,
il bilanciamento di un posto p; che ha una marcatura M (p;) = 0 all’inizio
di un IB-state, non puo essere negativo:

C1={vs —v1 > 0,04 — (v1 +v2) > 0,05 — vy > 0}.

4. Calcolo delle velocita istantanee. Consiste nel risolvere il seguente proble-
ma di programmazione lineare, massimizzando (o minimizzando) la seguen-
te funzione obiettivo

JzZﬁjvjdoveﬁER:{

t; eT
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I parametri 3 rappresentano i pesi associati alle transizioni, quindi, hanno
il compito di assegnare un livello di priorita; avranno molta importanza
per la risoluzione di eventuali conflitti attuali (si veda paragrafo 3.2.4).
Con la risoluzione della funzione obiettivo otteniamo il valore del vettore v.
Nell’esempio supponiamo di voler massimizzare la quantita di marcatura
contenuta in py, pa, p3: una possibile funzione obiettivo é

J =v3 4+ vy + vs.

5. Calcolare la durata t = At dell’ IB-state (il minor tempo per il quale una
componente di M (1 + t) diventa nulla); nell’esempio la marcatura nei po-
sti tende a crescere sempre in quanto abbiamo annullato le velocita che
li svuotano, quindi all’avanzare del tempo non passeremo mai ad un IB-
state successivo (decido un tempo limite t = time_stop in cui voglio far
terminare la simulazione).

6. Calcolare I’evoluzione della marcatura fino al tempo T come indicato nella
definizione 3.2.11

M(t+t)=M(t)+C Ut

3.2.4 Conflitti e metodi di risoluzione

Se esiste un conflitto effettivo, il calcolo delle velocita istantanee richiede la ri-
soluzione del conflitto. In questo paragrafo spiegheremo quando si verifica un
conflitto effettivo e il metodo adottato per la sua risoluzione.

Definizione 3.2.14. In una rete di Petri continua temporizzata c’é un conflitto
effettivo al tempo T = t se dato un sotto set ();(T) di posti p; €° t; tali per cui
M (i) = O risulta che

1. M(@i) =0

2' I'L(T) < Zt]Ep: minpher(T)(m Ztke'ph P08t<ph7 tk) ’ Uk'(T)7 ‘/J)

cioe se la velocita di riempimento dei posti py. in conflitto strutturale non é suf-
ficiente per lo scatto di tutte le transizioni in uscita alla velocita indicata nella
Definizione 3.2.10. Nel caso di conflitto effettivo si ha che

v;(7) < min ( !

Droln 1) Post(p;, tg) - vi(T), V;
T pieQ;(n) PTe(pi7tj) Z (pi, ti) - vg(T) ])

tkE®p;
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Figura 3.6: a) Nessun conflitto effettivo. b) Conflitto effettivo.

Esempio 3.2.3. Consideriamo la rete in Figura 3.6 a): sia t, che ty sono debol-
mente abilitate e My(T +t) = 0 per T = 0. La velocita istantanea di t, é limitata
dalle velocita di riempimento di p; e ps mentre quella di ts é limitata dalle velocita
di riempimento di p e p3: segue che

o v < min(Vl,vg,m) =wv3=1.2
® Uy S min(VQ,U4,U5> = U5 = 3

Verifichiamo ora se vi e o meno la presenza di conflitto effettivo cioe se v| + vy <
vy, che rappresentano le velocita istantanee che riguardano il posto p in conflitto
strutturale: in effetti vy + vo = 1.2 + 3 = vy, quindi la velocita di riempimento
vy del posto ps e sufficiente per far si che le sue velocita di svuotamento possano
andare alla massima velocita consentita. Non ho la presenza di conflitto effettivo.
Consideriamo, ora,la rete in Figura 3.6 b): t; e ty restano ancora debolmente
abilitate e My(1T +t) = 0 per 7 = 0. La velocita istantanea di t, é limitata dalle
velocita di riempimento di py e py mentre quella di 15 é limitata dalle velocita di
riempimento di p, e p3: segue che

e vy < min(Vj,v3,v4) =v3 =12
o vy < min(Va, vy, v5) = v5 = 2

Risulta evidente che la condizione vy + vo < vy non e piu rispettata in quanto
vy + v = 1.2 + 2 > wy, quindi la velocita di riempimento v, del posto py non
e piu sufficiente a far si che le sue velocita di svuotamento possano andare alla
massima velocita consentita: c’e la presenza di conflitto effettivo. Le velocita v,
e vy possono andare ad una velocita tale per cui vy + vy < vy.

Ma quale velocita istantanea attribuiamo a ciascuna transizione? Quando c’¢
un conflitto effettivo tra 2 o piu transizioni, la tecnica principalmente utilizzata per
la sua risoluzione si basa sull’assegnazione a ciascuna transizione di un peso che
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inseriamo nella funzione obiettivo: quindi, I’algoritmo 4.1.2 ¢ in grado, di per se,
di risolvere gli eventuali problemi di conflitto effettivo grazie all’assegnazione dei
pesi delle transizioni tramite i parametri 3. Nel caso dell’esempio 3.2.3, se come
funzione obiettivo impostiamo J = 2v; + vy + v3 + v4 + vs.]a transizione 1 > t,
cioe la transizione ¢; ha un peso maggiore sulla transizione ¢, (3; > 2),quindi

[} ’1)1:1.2
e = —v1=2—12=0.38

La transizione ¢; puo scattare alla massima velocita istantanea v; = 1.2 consentita
in funzione dei vincoli sulla rete, mentre la transizione ¢, avendo un livello di
priorita piu basso, si deve adattare e deve abbassare la massima velocita istantanea
da v = 2 (non permessa) a v = (0.8 (permessa). Invece, se come funzione
obiettivo impostiamo J = vy + 2vy + v3 4+ v4 + U5, la transizione ¢ < ¢ cioe la
transizione t; ha un peso minore sulla transizione ¢, (3; < [32),quindi

La transizione ¢, non puo piu scattare mentre la transizione t5, avendo un livello di
priorita piu alto, puo scattare alla massima velocita istantanea consentita (v, = 2).

3.2.5 Buffer con capacita zero

Spesso ¢ necessario imporre dei vincoli di sincronizzazione tra le transizioni conti-
nue. Ad esempio, se vogliamo ottenere che il flusso totale attraverso le transizioni
t1 e ty sia uguale al flusso attraverso le transizioni ¢3, t4 € t5, stiamo richiedendo
che

V1 +V2 = U3+ Ug+ Vs

Questo lo possiamo ottenere introducendo i buffer a capacita nulla, rappresentati
attraverso posti continui vuoti p; € po: consideriamo la Figura 3.7.

I posti vuoti p; e py forzano 2 vincoli dati nella definizione 3.2.11 sulle ve-
locita istantanee di scatto delle transizioni continue di ingresso e d’uscita da un
posto,secondo cui:

U1+’02 Z U3+U4+U5
U3+ U+ U5 > U1+ U

Si noti come il buffer introduca un ciclo vuoto, grazie al quale possiamo imporre
degli ulteriori vincoli che ci permettono di forzare la scelta del vettore /F'S nel
problema di programmazione lineare.
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Uts

_t5

Figura 3.7: C'PN con transizioni aventi una velocita minima e massima.
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Capitolo 4

Reti di Petri ibride

Le reti di Petri ibride (// PN) vengono introdotte e descritte come il risultato del-
I’unione delle reti di Petri temporizzate e delle reti di Petri continue. Inuna H PN,
pertanto, sono sempre presenti 2 parti, una continua e I’altra discreta, collegate da
archi che uniscono un nodo (posto o transizione) discreto a uno continuo. Le
2 parti possono influenzarsi a vicenda, modificando i rispettivi stati. In questo
capitolo verra spiegato qual ¢ la struttura di una rete di Petri ibrida e come essa
evolve. In un modello ibrido utilizzo la parte discreta per differenziare la dinamica
evolutiva

4.0.6 Struttura della rete

Definizione 4.0.15. Una HP N ¢ una struttura N = (P, T, Pre, Post, Tempo, V')
dove:

P = P.|JP; é un insieme finito di m posti non vuoto; P ¢ diviso in un
sotto insieme di posti continui P, e in un sotto insieme di posti discreti P,
di cardinalita rispettivamente mc e md.

o T'=T,JT, é un insieme finito di n transizioni non vuoto; T' é diviso in un
sotto insieme di posti continui T, e in un sotto insieme di posti discreti T di
cardinalita rispettivamente nc e nd.

e Pre ¢ la funzione di pre-incidenza che specifica gli archi diretti dai posti
alle transizioni (detti archi Pre) e viene rappresentata mediante una matri-
ce m X n; pin precisamente, Pre(p;, t;) indica quanti archi vanno dal posto
pi alla transizione t;: in particolare

P.xT —R§
Pre.{deT_)N
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e Post e funzione di post-incidenza che specifica gli archi diretti dalle tran-
sizioni ai posti (detti archi Post) e viene rappresentata mediante una ma-
trice m X n; pin precisamente, Post(p;, t;) indica quanti archi vanno dalla
transizione t; al posto p;: in particolare

' PCXT—>R(T
Post.{PdXT_)N

o Tempo: Ty — R{ e una funzione associata all’insieme di transizioni Ty
secondo la quale Tempo(t;) = d; = tempo associato a t;;

o V :T. — Ry x RL ¢ una funzione che, data una transizione t; € T.
restituisce la velocita minima e massima associata; V' é una matrice n. X 2
dove V (j,1) indica la velocita minima associata a t; e V (j,2) indica la
velocita massima associata a t;.

Imponiamo che per tutte le t; € T, e per tutti i p; € Py, Pre(p;,t;) =
Post(p;,t;) cioe lo scatto delle transizioni continue non cambia la marcatura dei
posti discreti. Assumiamo che i posti continui e discreti in ingresso alla tran-
sizione ¢; € T siano rispettivamente Vt; = t(P. e (Dt; = () Py; stesso
formalismo pu0 essere adottato con le transizioni continue e discrete in ingresso
a un posto p; € P.

Definizione 4.0.16. Data una rete N, con m posti ed n transizioni, definisco la

matrice di incidenza
P.xT — RS“
C .
"l PpxT—N

cioe il generico elemento di C vale C(p;,t;) = Post(p;,t;) — Pre(p;, t;).

La restrizione di Pre, Post e C'a Px e Ty (X,Y € {c,d}) ¢ denotata
rispettivamente Prexy, Postxy e Cxy.

Esempio 4.0.4. Consideriamo la rete in Figura 4.2: il posto p, é continuo; i po-
Sto , p3, P4, Ps sono discreti. Le transizioni 1 e ty sono transizioni continue che
hanno entrambe velocita minima 0 e che hanno velocita massima rispettivamente
Vi e Vi, assumiamo che Vi a < V5 b (dove a e b sono i pesi degli archi dati
da Pre e Post). Le transizioni discrete 13,14, 5, tg sono temporizzate distribuite
esponenzialmente la cui frequenza di scatto é rispettivamente A3, A4, \5, \g. Le 2
transizioni continue rappresentano 2 macchine inaffidabili che si possono guasta-
re con tasso \3 e A5 e possono essere riparate con tasso Ay e \g: le parti prodotte
dalla prima macchina (t1) sono poste in un buffer (posto p,) e poi vengono lavo-
rate dalla seconda macchina (t3). L’ampiezza dell’arco a rappresenta il rapporto
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Vi
Ps p2 T2
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Figura 4.1: Sistema di produzione attraverso 2 macchine: modello H PN
equivalente.

fra il flusso lavorato dalla prima macchina e il flusso messo nel buffer; I’ampiezza
dell’arco b rappresenta il rapporto fra il flusso lavorato dalla seconda macchina
e il flusso preso dal buffer. La matrice di incidenza di questa rete e

a —b|l0 0 0 0

00 |—11 0 0

C:{g‘” gcd}z 00 [1 —-10 0
de dd 00 |0 0 —11

00 0 0 1 —1

4.0.7 Marcatura e abilitazione

Mediante la marcatura ¢ possibile definire lo stato di una H PN.

Definizione 4.0.17. Una marcatura

_{ B—Rg
M_{ Pd—>N

e una funzione che assegna ad ogni posto continuo un volume di fluido ed a ogni
posto discreto un numero intero non negativo di gettoni.

Indicheremo con M¢ la marcatura relativa ai posti p; € P. e con M¢ la
marcatura relativa ai posti p; € P,;. Ne segue che M = M¢| ) M“.

Definizione 4.0.18. Una rete N con una marcatura iniziale M, é detta rete mar-
cata o sistema di rete e viene indicata come R = (N M) .
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Si noti che il vettore della generica marcatura M ¢ un vettore colonna m X
1,quindi ha tante righe quanti sono i posti P della rete.

L’abilitazione di una transizione discreta dipende dalla marcatura di tutti 1
posti in ingresso, sia discreti che continui.

Definizione 4.0.19. Data una rete di Petri ibrida (N M,), una transizione discreta
t; € Ty e abilitata a partire dalla marcatura M se

M(pi) > Pre(pi,t;) pi €°t;

L’abilitazione di una transizione continua dipende dalla marcatura dei soli
posti discreti in ingresso. La marcatura dei posti continui in ingresso a una tran-
sizione continua ¢ utilizzata per distinguere se essa ¢ fortemente o debolmente
abilitata.

Definizione 4.0.20. Data una rete di Petri ibrida (N M), una transizione conti-
nua t; € 1, e abilitata a partire dalla marcatura M se

M%(p;) = Pre(pi,t;) pi €t
Una transizione t; € 1 si dice

o fortemente abilitata al tempo T se

Mc(pi) >0 Vp; E(C) t;
o debolmente abilitata al tempo T se

Mc(pl> =0 Vpl E(c) tj

Esempio 4.0.5. Nella rete in Figura 4.2, la parte discreta rappresenta il model-
lo di guasto delle macchine. Quando il posto ps e marcato la transizione t; é
abilitata e la prima macchina é operativa; quando il posto ps é marcato la transi-
zione ty non e abilitata e la prima macchina é ferma. Una interpretazione simile
e applicata anche alla seconda macchina. La marcatura rappresentata nella rete
mostra che, inizialmente, entrambe le macchine sono in funzione e il buffer con-
tiene un fluido pari a my. La transizione t, e fortemente abilitata e cosi come la
transizione to, fin tanto che my > 0.

Definizione 4.0.21. Data una marcatura M si definisce grado di abilitazione
della transizione t; € Ty

enab(M,t;) = max{k € N: M >k Pre(-,t;)}

allora t; é detta essere enab(M, t;) volte abilitata.
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Possiamo definire un nuovo vettore riga e,; di dimensione 1 X m, dove:

e set; € T, allora ey (j) = {0, 1} a seconda che la transizione sia abilitata o
non abilitata;

e set; € T, alloraey(j) = enab(M, t;) & uguale al grado di abilitazione per
la transizione j-esima.

4.1 Dinamiche della rete

Ci apprestiamo a descrivere le dinamiche di una H PN: prima considereremo il
comportamento associato allo scatto delle transizioni discrete e poi quello asso-
ciato alle transizioni continue.

4.1.1 Dinamiche delle transizioni discrete

Applichiamo I’algoritmo 2.2.1 sostituendo solamente il passo 9) col passo seguen-
te:

e [l tempo avanza fino all’istante 7,1 = 7; + 0™ e il sistema si evolve giun-
gendo alla nuova marcatura

{ M, (Tig1) = MP(1) + Ceq - G
M (Ti1) = M (1) + Caa - G

4.1.2 Dinamiche delle transizioni continue

Consideriamo I’algoritmo e adattiamolo alle reti di Petri ibribe

Algoritmo 4.1.1. Evoluzione temporale di una rete di Petri ibrida dovuta alle sole
transizioni continue:

1. Inizializzazione: M = M.

2. Limite delle velocita. In accordo con la definizione del modello, la velocita
istantanea associata ad una transizione deve essere compresa fra la velocita
minima e massima associata alla transizione stessa; si impongono i vincoli
C1 solo sulle transizioni t; € T, per cui eq,(j) = 1.

3. Bilanciamenti non negativi. Poiché una marcatura non puo essere negativa,
il bilanciamento di un posto p; € P, che ha una marcatura M (p;) = 0
all’inizio di un IB-state, non puo essere negativo; si impongono i vincoli C
solo sulle transizioni t; € T, per cui eq(j) = 1.
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4. Calcolo delle velocita istantanee. Consiste nel risolvere il seguente proble-
ma di programmazione lineare, massimizzando (o minimizzando) la seguen-
te funzione obiettivo

J =2 erBjv; dove eERT

I parametri (3 rappresentano i pesi associati alle transizioni, quindi, han-
no il compito di assegnare un livello di priorita. Con la risoluzione della
funzione obiettivo otteniamo il valore del vettore v.

5. Calcolare la durata t = At dell’ IB-state (il minor tempo per il quale una
componente di M (T + t) diventa nulla);

6. Calcolare I’evoluzione della marcatura fino al tempo T + t come indicato
nella definizione 3.2.11

{ Me(T4+1t)=MT)+ Ce- V-t
MY +t) = M%(T)

Considerando I’esempio in Figura 4.2: se M (p;) > 0 allora avremo solamente
il vincolo C; = {0 < v; < V], 0 < vy < V}; se scegliamo come funzione
obiettivo J = v; + v9 allora, fin tanto che ¢; e ¢, rimangono abilitate, otteniamo
che v; = Vi e vy = V5. Se M(p;) = 0 allora dobbiamo inserire, oltre al vincolo
(', anche il vincolo C; = {a v; < b v2}; mantenendo la stessa funzione obiettivo
J = v1 + v, fin tanto che ¢; e ¢, rimangono abilitate, otteniamo che vy = vy =
min(a V3,0 V3).

4.2 Comportamento macro: un modello lineare

In questa sezione mostreremo come sia possibile combinare la dinamica conti-
nua con quella discreta. Prima daremo una definizione dei macro eventi e macro
periodi di una H PN e poi analizzeremo le possibili dinamiche di evoluzione.

4.2.1 Macro eventi e macro periodi

L’evoluzione del sistema ¢ guidata da 4 tipi di macro eventi:

e 7;: un posto continuo p; si svuota. Questo evento cambia il grado di abi-
litazione di un insieme di transizioni continue da fortemente abilitate a
debolmente abilitate, modificando i vincoli inseriti in C’.
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e ~;: una transizione discreta ¢; scatta. Questo evento cambia la marcatura
discreta e puo abilitare/disabilitare un insieme di transizioni continue oppu-
re puo abilitare/disabilitare un insieme di transizioni discrete modificando,
quindi, la matrice degli orologi ().

e ¢;: la marcatura di un posto continuo p; aumenta, raggiungendo un li-
vello di fluido che abilita un insieme di transizioni discrete e abilitando i
corrispondenti orologi nella matrice ().

e £;: la marcatura di un posto continuo p; decresce, raggiungendo un livello
di fluido che disabilita un insieme di transizioni discrete e disabilitando 1
corrispondenti orologi nella matrice ().

Definiamo 7, per £ = 0,1,2,---, come il tempo in cui si verifica il k- esimo
macro evento. L’intervallo [7y, 7x.1] € chiamato macro periodo e lo indichiamo
come A(k + 1) = (7g+1 — 7x): si noti come un macro periodo possa avere una
durata nulla se scatta una transizione discreta immediata.

4.2.2 Durata dei macro periodi

Una rete di Petri ibrida evolve da un macro periodo in un altro macro periodo
quando si verificano i macro eventi. Abbiamo visto che ci sono 4 tipi di ma-
cro evento, ciascuno dei quali modifica in modo diverso 1’evoluzione della rete;
calcoliamo la durata di un macro evento:

e Macro evento ;. La lunghezza del macro periodo ¢ il tempo necessario
affinche il posto continuo p; si svuoti, cio¢ ¢ il rapporto fra la marcatura
attuale e la sua variazione rispetto al tempo (cambiata di segno):

—M (p;, k) _ —M (p;, k)
M (pi, k) Cecv (k)

Alk+1) =

e Macro evento ;. Se t; € T, la lunghezza del macro periodo ¢ il tempo
residuo di scatto della transizione ¢;:

Alk+1)=0"= tjngﬁ{oi}

Si veda I’algoritmo 2.2.1 per maggiori dettagli su come calcolare gli orologi
associati alle transizioni discrete.

e Macro evento ¢;, €;. La lunghezza del macro periodo ¢ il tempo necessa-
rio affinche la marcatura M (p;) raggiunga il valore C'(p;, t;), abilitando (o
disabilitando) la transizione discreta ;:

Alk+1) = o - TE
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4.3 Algoritmo di evoluzione

In questo paragrafo verra fornito un algoritmo di evoluzione per determinare il
macro stato tra un macro periodo e il successivo macro periodo: un macro sta-
to k-esimo al tempo 7, X;(7), & costituito dal valore della marcatura My (7) =
[ Me(r), Mi(r) ]

Algoritmo 4.3.1. Algoritmo di evoluzione.

1.

2.

Siak =0 7=0.

Scegliere una funzione obiettivo J per il calcolo delle velocita istanta-
nee delle transizioni continue e impostare il tempo massimo time_stop di
evoluzione della rete.

Calcolare il valore della marcatura corrente My(T) e il vettore di abilita-
zione €qp k.

Calcolare la matrice degli orologi () associati alle transizioni discrete (se-
guire algoritmo 2.2.1 passo 7).

Calcolare i vincoli C e Cy relativi alle velocita delle transizioni continue.

Calcolare il vettore delle velocita istantanee di scatto v in base a J, C] e
Cy

Determinare il prossimo macro evento 1) in accordo con i seguenti passi:

(a) Sia Uy, = 0 (questo insieme contiene tutte le coppie (1, 1,) dove n
¢ un evento che puo potenzialmente verificarsi e A, e il suo tempo
residuo di avvenimento.)

(b) Se o* = 0 allora puo scattare una transizione t; € T, immediata:
aggiungo a Vy, la coppia (v;,0).

(c) Se Uy, # 0 vai al passo 8, altrimenti prosegui.

(d) Per ogni transizione t; € Ty abilitata da M (7), calcolare la tran-

sizione t; che possiede uno o pin orologi o; = o* (si veda algoritmo
2.2.1 passo 8) e aggiungere a Vy, la coppia (7y;, 0").

(e) Per ogni posto continuo p; € P, non vuoto, se M (p;, k) = C.v(k) <

0 allora aggiungere a Vy, la coppia (;, 76{\1%(2’;))
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)

(g)

(h)

Per ogni transizione t; € T, non abilitata da My (), sia P; = {p, el
t;|M(k) < C(pi,t;)} Uinsieme dei posti continui che hanno abba-
stanza fluido per abilitare t;. Questa transizione puo abilitarsi al-
la fine del corrente macro periodo k se le seguenti condizioni sono
entrambe verificate:
o MUk) > Cual-,t;), cioe t; ¢ abilitata nella sotto rete discreta;
e Vp, € P, Ml(k) = Cev(k) > 0, cioé la marcatura di tutti i posti
P; e aumentata.

Il tempo dopo il quale t; si abilita e

O(Pz,tg:) — M (k)

A =maxp, € P,
M (k)

In questo caso indichiamo con p; il posto per il quale questo valore e
massimo e dovremo aggiungere a Vy, la coppia (g;, A).

Per ogni transizione t; € Ty abilitata da M(T), sia P, = {p e
t;|M;(k) < 0} Uinsieme dei posti continui il cui valore della marcatu-
ra sta diminuendo. Se P; # (), la transizione t; puo disabilitarsi dopo
un tempo pari a

Clpit;) — Mi(k)

A =minp, € P,
My(k)

In questo caso indichiamo con p; il posto per il quale questo valore é
minimo e dovremo aggiungere a Vy, la coppia (&;, A).

Scegliamo da Uy, la coppia (1, A;) per cui Ay é il minimo fra tutte
le coppie. L’evento 7j ¢ il prossimo evento che si verifica. Se V), = ()
allora A(k + 1) = time_stop dove time_stop ¢ il tempo massimo di
evoluzione che e stato impostato al passo 2. Nel caso in cui ci sia un
conflitto generale fra le transizioni discrete, si scelgono quelle tran-
sizioni che devono scattare in base a un algoritmo di risoluzione dei
conflitti (stocastico 2.2.2 o deterministico 2.2.3) e le si memorizzano
nel vettore di scatto G.

8. Calcolare il valore della marcatura del macro periodo k + 1 in funzione
degli eventi 1) che si sono verificati:

Me(k+1)=M(k)+Co-U-t+Ceq- 7
MU k+1) = Mk)+

9. Aggiornare il valore degli orologi di Q(k + 1) = Q(k) — Aj.
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10. k=Fk+1.

11. Ripeti dal passo 3).

12. Fine dell’evoluzione.

Esempio 4.3.1. Consideriamo la rete in Figura 4.2 L’evoluzione viene fatta ini-

tzl A3
Vi
Ps P2 T@

ta¥ A4 D1 @

b
t5 )\5
V2
Ps P4

t6" Ag

Figura 4.2: Sistema di produzione: modello / PN equivalente.

ziare al tempo 7 = 0; assumiamo di voler massimizzare l’utilizzo di entrambe le
macchine, cioé J = vi + vs.

k = 0. La marcatura iniziale vale My = [my,1,0,1,0]. Le transizioni stocasti-

che abilitate sono ts e ts: poiche il grado di abilitazione di entrambe é pari
a 1, estraiamo da ogni distribuzione un solo valore cioé ds per la transizio-
ne ts e 625 per la transizione t5; supponiamo che 625 < 623. Le transizioni
t1 e ty sono fortemente abilitate e possono scattare alla velocita massi-
ma, in accordo con la funzione obiettivo J: U = [V1,V3]. Ricaviamo che

\IJO = {(77-17 Aﬂ'l)) (73a Av?»)) (757A75)}’ dove A7r1 = (ngri—lvla)’ A'yB = d3;

Ay = CZ5. Assumiamo che A, < Cig).' il prossimo evento che si verifica é
1, quindi il primo macro evento é dovuto allo svuotamento del posto conti-
nuo py. La lunghezza del primo macro periodo é A(1) = Ay e il tempo in
cui si verifica il prossimo macro evento é T = 17, = Ay. Il vettore di scatto
d = [0,0,0,0]; il nuovo valore della marcatura in funzione dell’evento p,
sara
Me(1) = M(0) + Co. - U+ 11 = [0]
{ M2(1) = M40) + Cyq -7 = M%0) = [1,0,1,0]"
)

Aggiorno la matrice degli orologi Q(1) = Q(0) — 7.
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k = 1. La marcatura attuale vale M, = [0, 1,0, 1,0]%. Le transizioni stocastiche
abilitate sono sempre t3 e ts: poiche il grado di abilitazione di entrambe
e pari a 1, lasciamo inalterata la matrice (). Le transizioni t, é fortemen-
te abilitata mentre 15 é debolmente abilitata. In accordo con la funzione
obiettivo J: © = [V1,V1¢]. Ricaviamo che Vi = {(7v3,A43), (75, A45)},
dove A3 = ng — 71, Ay = dA5 — 71. 1l prossimo evento che si verifica é
s, quindi il prossimo macro evento é dovuto allo scatto di ts. La lunghezza
del secondo macro periodo é A(2) = A5 e il tempo in cui si verifica il
prossimo macro evento & T, = 1 + A,5. Il vettore di scatto & = [0, 0,0, 1];
il nuovo valore della marcatura in funzione dell’evento 5 sara

Me(2) = M(1) + Cp. - 7+ A(2) = [0]
M4(2) = M4(1) + Cyq - & = M4(0) = [1,0,0,1]7
Aggiorno la matrice degli orologi )(2) = Q(1) — As.

k = 2. La marcatura attuale vale M, = [0,1,0,0,1]7. Le transizioni stocasti-
che abilitate sono sempre t3 e tg: poiche il grado di abilitazione di tg é
passato da 0 a 1, introduco nella matrice () il timer associato alla transi-
zione stessa (estraggo dalla distribuzione di tg un solo valore cioe de ) ed
elimino il timer di ts che si e disabilitata. Supponiamo che czg, — Ty < CZG.
In accordo con la funzione obiettivo J: U = [Vi,0]. Ricaviamo che Vy =
{(73,Ay3), (76, Aye) }, dove Ay = ds — 7o, Ay = de. 11 prossimo evento
che si verifica e 3, quindi il prossimo macro evento e dovuto allo scatto di
ts. La lunghezza del terzo macro periodo é A(3) = A3 e il tempo in cui
si verifica il prossimo macro evento é T3 = Ty + Ay3. Il vettore di scatto
g =11,0,0,0]; il nuovo valore della marcatura in funzione dell’evento ~3
sara

{ Me(3) = M°(2) + Ce - 7 A(3) = [VIA(3)]
M4(3) = M42) + Cyq - & = M4(0) = [0,1,0,1]"

L’algoritmo puo proseguire ancora, ma ci blocchiamo qui poiché il nostro scopo
era quello di far vedere come si applicava.
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Capitolo 5
Il simulatore HYPENS

5.1 Introduzione

Il simulatore, che presenteremo in questo capitolo, permette di elaborare qualsia-
si rete di Petri temporizzata fornitagli in ingresso, che puo essere discreta (cioe
con posti discreti e transizioni sia deterministiche che stocastiche), continua (cioe
con posti continui e transizioni continue aventi velocita variabili costanti a tratti)
oppure ibrida ( risultato dell’unione delle reti di Petri temporizzate e delle reti di
Petri continue). L’acronimo HYPENS sta per Hybrid Petri Nets Simulator, per
sottolineare il fatto che si ¢ creato un qualcosa in grado di simulare tutti i tipi di
reti di Petri, siano essi discreti, continui o ibridi.

Il software ¢ costituito da 4 file:

1. enter_HPN.m (interfaccia)

2. make_HPN.m (interfaccia)

3. simulator_HPN.m (simulatore)

4. analysis_HPN.m (analisi della simulazione)

E’ stato realizzato sia in lingua italiana che in lingua inglese, diversifican-
do, quindi, la visualizzazione di tutti 1 commenti a video a seconda della scelta
iniziale.

In particolare, i primi 2 file si occupano di creare la rete e strutturarla in mo-
do tale che, il terzo file (che rappresenta il simulatore vero e proprio) riesca ad
interpretare in modo corretto i dati forniti dall’utente; il file stmulator . H PN.m
fornisce in uscita 1’evoluzione temporale del sistema che viene memorizzata in
una matrice di output denominata Fvol grazie alla quale possiamo fare sia delle
analisi che delle rappresentazioni grafiche (quarto file). L’utilizzo dei primi 2 file

67
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¢ a discrezione dell’utente il quale puo decidere o di creare la rete, passo per pas-
so, rispondendo a delle domande esplicite visualizzate a video (primo file) oppure
puo inserire i dati direttamente nell’input della function (secondo file).

5.2 1l linguaggio di programmazione Matlab

Il Matlab (Matrix laboratory) ¢ un linguaggio di programmazione matematico ad
altissimo livello orientato alla manipolazione delle matrici e dei vettori. Le istru-
zioni fondamentali che possono essere usate sono in diretta corrispondenza delle
funzioni che vengono usate normalmente in matematica per il calcolo matriciale
e vettoriale (operazioni algebriche, esponenziale, inversa) e tutte le composizioni
di queste funzioni possono essere rapidamente assemblate in una espressione di
facile comprensione.

Ogni variabile, matrice o vettore ¢ rappresentata in Matlab da una lettera o da
una combinazione di lettere e numeri che gli viene associata. Ogni funzione com-
plessa (composizione di funzioni semplici, cosi come il fattoriale di un numero
¢ composizione di pitt moltiplicazioni) ¢ facilmente realizzabile e memorizzabi-
le per 'uso futuro o per I'utilizzazione in funzioni piu complesse. Le funzioni
complesse di uso pitt comune sono gia disponibili nel Matlab come facenti parte
di Toolbox, ovvero librerie dedicate ad applicazioni matematiche specialistiche
(Signal Processing, Controllo di Processi, Statistica ecc.).

Due particolarita del Matlab rispetto ai linguaggi di programmazione piu dif-
fusi sono la possibilita di utilizzarlo con la linea di comando in una finestra di
Windows detta Command Window, che consente di eseguire i comandi su una
serie di variabili inserendoli direttamente da una tastiera come se si usasse una
calcolatrice scientifica; I’altra particolarita ¢ la presenza di un ambiente grafico
integrato nel quale possono essere disegnati semplicemente gli andamenti delle
funzioni che si vogliono analizzare.

Si ¢ deciso di utilizzare Matlab perche ¢ un linguaggio di alto livello che si ¢
imposto in ambito ingegneristico mondiale come efficace strumento di calcolo ed
elaborazione. Il simulatore per le reti di Petri HYPENS ¢ stato interamente creato
ed utilizzato nella versione 7.1 di Matlab; quando si ¢ andato a testare su versioni
precedenti di Matlab ci si ¢ resi conto che alcune funzioni rendevano un messag-
gio di errore: ad esempio la creazione di una matrice di not-a-number tramite il
comando NaN(z,y), dove x ¢ il numero di righe e y ¢ il numero di colonne, non
era permesso. Si sono raggiarati tali limiti con alcuni stratagemmi che, nonostante
non siano eleganti dal punto di vista dello stile del codice, sono altamente funzio-
nali e hanno permesso di poter utilizzare il simulatore indipendentemente dalla
versione di Matlab sul quale si manda in esecuzione.
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5.3

HYPENS: un simulatore diverso dagli altri esi-
stenti

Nell’arco degli ultimi anni sono stati creati diversi simulatori in grado di analiz-
zare I’evoluzione e di calcolare diverse proprieta delle reti di Petri temporizzate e
non temporizzate, delle reti di Petri continue e delle reti di Petri ibride. Andiamo
ad elencare 1 principali e pitt completi simulatori in grado di analizzare almeno le
reti di Petri temporizzate:

ARP: E’ un software per le reti di Petri in grado di analizzare reti di Petri
con transizioni temporizzate aventi un intervallo temporale di scatto [djmm
» djmaz|; POl puod estrapolare dati statistici quali valor medio della marcatura
nei posti e frequenza di scatto delle transizioni. La simulazione avviene
manualmente ste-by-step: il software ¢ scritto in Turbo Pascal 6.

HISIm: E’ un software che permette di creare e simulare le reti di Petri
ibride; ¢ possibile visualizzare graficamente un’animazione dell’evoluzione
della rete. Il simulatore ¢ stato scritto in Java.

HPSim: E’ un simulatore che permette, attraverso 1’ausilio di un editor
grafico, di editare e simulare le reti di Petri temporizzate sia deterministiche
che stocastiche. Il software & stato scritto in Java.

Petri Net Toolbox:E’ un software per la simulazione basato sulle reti di
Petri; sono accettate reti con transizioni non temporizzate e temporizzate
siano esse deterministiche che stocastiche e reti con posti temporizzati; i
posti possono avere una capacita finita o infinita e i conflitti tra le transizio-
ni possono essere risolti grazie all’assegnazione di priorita e probabilita di
scatto. Tutto funziona tramite interfaccia grafica: il software ¢ stato scritto
in Matlab.

SIRPHYCO: E’ un software per la simulazione basato sulle reti di Petri;
sono accettate reti con transizioni temporizzate sia deterministiche che sto-
castiche con distribuzione esponenziale; 1 posti possono avere una capacita
finita o infinita e 1 conflitti tra le transizioni possono essere risolti grazie
all’assegnazione di priorita; inoltre il simulatore ¢ in grado di simulare re-
ti di Petri continue ed ibride. Tutto funziona tramite interfaccia grafica: il
software ¢ stato scritto in C++.

Se si analizzano le caratteristiche dei simulatori elencati, si puo notare come solo
due sono in grado di simulare le reti di Petri ibride (HISIm e SIRPHYCO) e come
solo uno sia stato sviluppato con il linguaggio Matlab (Petri Net Toolbox). Il
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simulatore pit completo fre quelli elencati ¢ senza dubbio SIRPHYCO, anche se
presenta diversi limiti:

1.

Permette di simulare reti in cui le transizioni stocatische possono avere solo
una distribuzione esponenziale: questa ¢ un vincolo molto restrittivo se si
vogliono simulare modelli che si attengono alla realta! Se si vuole simu-
lare un sistema in cui le transizioni hanno un andamento diverso da quello
deterministico o stocastico esponenziale, non si puo fare!

. Non ¢ possibile attribuire alle transizioni continue una velocita minima

diversa da 0;

Se si vuole esplicitare un numero di serventi £k diverso da 0 o oo, si & costretti
a indicarli nel modello con dei posti connessi tramite cappio alla transizione
che si vuole limitare;

Se un posto discreto ¢ in conflitto strutturale con una o piu transizioni con-
tinue e una o piu transizioni discrete, le transizioni discrete hanno sempre
priorita sulle transizioni continue.

Il fatto che ci sia solo I’interfaccia grafica limita notevolmente I’utilizzo
del software per la simulazione di reti con un numero elevato di posti e
transizioni: basti vedere la Figura 5.1.

& Sirphyco - [RETE.RDP:1]

L) Eichier Edtion Affichage insérer Format Smulation Exécution Egran 2

4
e B
=
= &
2

Figura 5.1: Interfaccia grafica di SIRPHYCO.

Perche abbiamo deciso di creare HYPENS?
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1. Per creare un simulatore scritto interamente in Matlab, un linguaggio di alto
livello che si ¢ imposto in ambito ingegneristico mondiale come efficace
strumento di calcolo ed elaborazione;

2. Per creare un simulatore di facile utilizzo, anche a livello didattico;

3. Per creare un simulatore in grado di simulare indifferentemente reti di Petri
temporizzate, reti di Petri continue e reti di Petri ibride;

4. Per creare un simulatore in grado di gestire i conflitti tra le transizioni e in
grado di far evolvere qualsiasi rete.

5. Per far evolvere la rete in base ad una funzione obiettivo, se si trattano reti
di Petri continue o ibride.

6. Per creare uno strumento in grado di fornire dati statistici sia numericamente
che graficamente;

5.4 Funzione enter HPN.m

1l file enter_HPN ¢ stato realizzato attraverso la seguente function:
[Pre, Post, MO, vel, v, D, s, alfa] = enter_HPN

In ingresso non dobbiamo inserire alcun parametro in quanto la rete viene creata
grazie ad una procedura guidata che chiede all’utente di inserire 1 dati volta per
volta e, una volta inseriti, di premere il tasto tnvio; in uscita vengono restituiti
tutti 1 parametri che individuano univocamente la rete i quali saranno I’input per il
file simulator . HPN.m. Andiamo ad analizzare nel dettaglio 1 dati che ci vengono
chiesti, a partire dal momento in cui mandiamo in esecuzione il file, e i dati che ci
vengono restituiti in uscita .

5.4.1 Datiin ingresso

Nel momento in cui mandiamo in esecuzione il file enter_H PN.m ci appare a
video la seguente richiesta:

e Selezionare la lingua: 1(italiano) / O(inglese)
Please, select your language: 1(italian) / O(english)

Andiamo a decidere la lingua che vogliamo utilizzare durante tutta 1’esecuzione
del file enter_H P N.m. Una volta che settiamo il parametro associato alla lingua,
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inizia la fase di creazione della rete; bisogna sottolineare che se si fornisce un
valore diverso da 0 e 1, viene settata automaticamente la lingua inglese.

Supponiamo di aver settato il valore 1 cioe di aver deciso di visualizzare tutte
le richieste (con gli eventuali messaggi di errore) in italiano; d’ora in avanti entria-
mo nella fase di creazione vera e propria della rete che consiste nell’inserire i dati
che ci vengono richiesti € memorizzarli in delle variabili interne alla function
premendo il tasto invio. Nell’ordine vengono visualizzate a video le seguenti
richieste:

e Inserire il numero di posti continui presenti nella rete:
Se nella rete ci sono posti continui, inseriamo il valore che ne indica il
numero altrimenti settiamo il valore nullo.

e Inserire il numero di posti discreti presenti nella rete:
Se nella rete ci sono posti discreti, inseriamo il valore che ne indica il
numero altrimenti settiamo il valore nullo.

e Inserire il numero di transizioni continue presenti nella rete:
Se nella rete ci sono transizioni continue, inseriamo il valore che ne indica
il numero altrimenti settiamo il valore nullo.

e Inserire il numero di transizioni discrete presenti nella rete:
Se nella rete ci sono transizioni discrete, inseriamo il valore che ne indica il
numero altrimenti settiamo il valore nullo.

¢ Digitare la matrice di Pre_incidenza_CC della rete che si vuole conside-
rare: E’ una matrice di Pre_incidenza che riguarda solo la parte continua,
che tiene conto di tutti gli archi Pre che collegano un posto continuo P. con
una transzione continua 7; se nella rete non ci sono suddetti collegamenti
tale richiesta non ¢ visualizzata.

e Digitare la matrice di Pre_incidenza_CD della rete che si vuole consi-
derare: E’ una matrice di Pre_incidenza che riguarda la parte ibrida, che
tiene conto di tutti gli archi Pre che collegano un posto continuo P, con
una transzione continua 7y; se nella rete non ci sono suddetti collegamenti
tale richiesta non ¢ visualizzata.

e Digitare la matrice di Pre_incidenza DC della rete che si vuole consi-
derare: E’ una matrice di Pre_incidenza che riguarda la parte ibrida, che
tiene conto di tutti gli archi Pre che collegano un posto continuo F,; con
una transzione continua 7; se nella rete non ci sono suddetti collegamenti
tale richiesta non ¢ visualizzata.
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¢ Digitare la matrice di Pre_incidenza_DD della rete che si vuole conside-
rare: E’ una matrice di Pre_incidenza che riguarda la parte discreta, che
tiene conto di tutti gli archi Pre che collegano un posto continuo F,; con
una transzione continua 7y; se nella rete non ci sono suddetti collegamenti
tale richiesta non ¢ visualizzata.

¢ Digitare la matrice di Post_incidenza_CC della rete che si vuole conside-
rare: E’ una matrice di Post_incidenza che riguarda solo la parte continua,
che tiene conto di tutti gli archi Post che collegano una transizione continua
T,. con un posto continuo F,; se nella rete non ci sono suddetti collegamenti
tale richiesta non ¢ visualizzata.

e Digitare la matrice di Post_incidenza_CD della rete che si vuole consi-
derare: E’ una matrice di Post_incidenza che riguarda solo la parte ibrida,
che tiene conto di tutti gli archi Post che collegano una transizione discreta
T,; con un posto continuo F,; se nella rete non ci sono suddetti collegamenti
tale richiesta non ¢ visualizzata.

¢ Digitare la matrice di Post_incidenza_DD della rete che si vuole conside-
rare: E’ una matrice di Post_incidenza che riguarda solo la parte discreta,
che tiene conto di tutti gli archi Post che collegano una transizione discreta
T; con un posto discreto Py; se nella rete non ci sono suddetti collegamenti
tale richiesta non ¢ visualizzata.

Si noti che la matrice Post_incidenza_DC non & stata richiesta in quanto deve
essere uguale alla matrice Pre_incidenza_DC' per costruzione; inoltre, qualora
vengano inseriti dei valori errati, quali ad esempio dimensionamento errato delle
matrici, viene visualizzato a schermo un messaggio di errore con il relativo errore
commesso € con la relativa possibilita di correzione.

Una volta terminata la parte di creazione della rete, si devono assegnare tutti i
rispettivi parametri che la contraddistinguono; di seguito vengono elencati le altre
richieste a schermo che I’utente visualizza:

e Inserire la marcatura iniziale dei posti P. in un vettore riga tipo [M (P, ),

-, M(P.)]: Dobbiamo inserire un vettore riga (che verra memorizzato co-

me vettore colona) indicante il numero di gettoni presente nei posti continui
P.; se nella rete non ci sono posti F,, tale richiesta non ¢ visualizzata.

e Inserire la marcatura iniziale dei posti P, in un vettore riga tipo [/ (P.+
1),---,M(P)]: Dobbiamo inserire un vettore riga (che verra memoriz-
zato come vettore colona) indicante il numero di gettoni presente nei po-
sti continui Py; se nella rete non ci sono posti P, tale richiesta non ¢
visualizzata.
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D’ora in poi vengono richiesti parametri che riguardano solo la parte discreta che
riguardano solamente le transizioni 7y; quindi, se stiamo analizzando una rete in
cui non ho transizioni discrete, tutto cio che segue non verra visualizzato.

e Le transizioni discrete possono avere un tempo di evoluzione determi-

nistico oppure random; di seguito sono elencati sia il tipo di evoluzio-
ne che il rispettivo numero che lo richiama: Deterministic(1), Exp(2),
Unif(3), Poiss(4), Rayl(5), Wbl(6). Digitare a per visualizzare ulteriori
funzioni altrimenti premere un qualsiasi tasto.
In questo passo viene scelto il tipo di transizioni discrete all’interno della
rete; se si premere a vengono visualizzate fino a un totale di 19 distribu-
zioni; una volta che si ¢ scelto il tipo di transizione bisogna immettere il/i
relativo/i parametro/i che lo caratterizza.

e Inserire il vettore riga [s(7. + 1),-- - , s(T)] indicante la transizione di-
screta con la rispettiva semantica di servente:0(semantica di servente
infinita) oppure n(semantica di servente ennesima).

Viene richiesto il numero di serventi associato ad ogni transizione discreta.

e -Scatto in base al peso associato a ogni transizione (premi 1)

-Scatto in base all’indice associato a ogni transizione (premi 2)

-Scatto in base a dei livelli di priorita e peso associato a ogni transizione
premi 3). Si sceglie la politica di scatto dele transizioni in caso di conflitto
generale (definizione 2.2.8) se si sceglie 1) o 2) (tecnica di risoluzione se-
condo I’algoritmo 2.2.2) bisogna introdurre solo un vettore riga indicante la
rispettiva politica di scatto scelta, mentre nel caso 3) (tecnica di risoluzione
secondo 1’algoritmo 2.2.3) bisogna introdurre una ulteriore riga che indica
il livello di priorita associato alle transizioni.

5.4.2 Dati restituiti in uscita

I dati che vengono restituiti dal file enter i P N.m sono la base per una corretta
simulazione da parte del file simulator_H P N.m e sono strutturati in modo tale
che lo stesso file simulator _H P N.m possa interpretare in modo giusto la rete;
quindi in uscita non avremo nient’altro che 1 dati forniti in ingresso, scritti secon-
do una forma piu compatta dopo essere stati controllati. Analizziamo a blocchi
I’output della function in questione:
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e Matrici Pre e Post

Pre.CC NaN Pre(CD
Pre = NaN  NaN NaN
Pre_.DC NaN Pre_DD

Post_. CC NaN Post.CD
Post = NaN NaN NaN
Post_DC NaN Post_DD

Queste matrici che ci vengono restituite sono le matrici Pre e Post dell’in-
tera rete: per una questione di leggibilita, si ¢ deciso di memorizzare i vari
blocchi, che abbiamo precendentemente fornito in ingresso, attravarso una
riga e una colonna di Na/N (not-a-number).

e Marcatura iniziale

Questo ¢ il vettore colonna indicante la marcatura iniziale al tempo 7 = 0;
¢ costituito dalla concatenazione della marcatura continua con la marcatura
discreta. Come si puo notare, nonostante abbiamo inserito in ingresso dei
vettori riga per indicare la marcatura della rete (per una questione di leg-
gibilita maggiore a schermo), in uscita sono stati memorizzati in un unico
vettore colonna per analogia con la teoria delle reti di Petri. Se nella rete
non ci sono posti continui, il vettore M coincidera con il vettore della sola
marcatuta discreta e viceversa se non ho posti discreti nella rete.

e Velocita delle transizioni continue

vel_min(Ty) wvel-maz(Ty)
vel =

vel_min(T.) wvel-maz(T,)

Questa matrice mi indica, nel caso ci siano transizioni continue nella rete,
la velocita minima e massima che ciascuna puo assumere; se 7, = 0 allora
la matrice vel sara una matrice vuota.
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e Parametri per il calcolo dei timer delle transizioni 7}

param_1(T.+ 1) param2(T.+ 1) param-3(T.+ 1)
D= : : :
param_1(T') param_2(T) param_3(T)

La matrice D ¢ associata alle transizioni discrete e fornisce il relativo para-
metro (o 1 relativi parametri) per calcolare i tempi di scatto delle transizioni
discrete temporizzate. Se T;; = 0 allora D ha dimensione nulla.

Tipo di transizione discreta, serventi per ogni transizione e grado di
priorita associato

v=_[v(Tl.+1) - o(T)]
s=|s(T.+1) - s(T) |
[fa— alfa(1,T.,4+1) --- alfa(1,T)
alfa = alfa(2,T.+1) --- alfa(2,T)

I1 vettore v indica il tipo di transizione discreta temporizzata, cioe se essa ¢
deterministica o stocastica e, in quest’ultimo caso, che distribuzione assu-
me. Il vettore s ¢ quello che tiene conto della politica dei serventi associati
a ciascuna transizione discreta mentre al fa puo essere o un vettore riga, se
si scegli di risolvere i conflitti generali senza la considerazione dei livelli di
priorita, oppure una matrice nel caso contrario dove la seconda colonna sta
ad indicare il livello di appartenenza delle transizioni. Il vettore e, il vettore
s e la matrice (o vettore) al fa esistono se nella rete da simulare ci sono
transizioni discrete altrimenti vengono posti tutti con dimensione nulla.

5.5 Funzione make HPN.m

11 file make_HPN ¢ stato realizzato attraverso la seguente function :

[Pre,Post,M0,vel,v,D,s,alfal=make_HPN (Pre_CC,Pre_CD,
Pre DC,Pre_DD,Post_CC,Post_CD,Post_DC,Post_DD,MO0_Pc,
MO_Pd,vel,v,D,s,alfa, it)

In ingresso dobbiamo inserire i parametri della rete i quali vengono analizzati; se
non ci sono errori di dimensionamento fra le varie matrici o incompatibilita di dati
inseriti, in uscita vengono restituiti i parametri che individuano univocamente la
rete 1 quali saranno I'input per il file simulator HPN.m. Andiamo ad analizzare
nel dettaglio 1 dati da inserire in ingresso e i dati che ci vengono restituiti in uscita.
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5.5.1 Dati in ingresso

Pre_CC': Matrice degli archi che uniscono un posto continuo P, ad una transizio-
ne continua 7 la cui dimensione ¢ m,. X n.; se nellarete P, = 0 oppure 7, =
0 allora la matrice Pre_C'C' & vuota.

Pre_C'D: Matrice degli archi che uniscono un posto continuo P, ad una transizio-
ne continua 7} la cui dimensione ¢ m.xng; se nellarete P. = 0 oppure T,; =
0 allora la matrice Pre_C'D € vuota.

Pre_D(C': Matrice degli archi che uniscono un posto continuo P, ad una transi-
zione continua 7 la cui dimensione ¢ my Xn.; se nellarete P; = 0 oppure 1, =
0 allora la matrice Pre_DC' & vuota.

Pre_DD: Matrice degli archi che uniscono un posto continuo FP; ad una transi-
zione continua 7y la cui dimensione € mgxng; se nellarete Py = 0 oppure 1, =
0 allora la matrice Pre_DD ¢ vuota.

Post_C'C': Matrice degli archi che uniscono una transizione continua 7 ad un po-
sto continuo P, la cui dimensione & m,. xn.; se nellarete P. = 0 oppure T, =
0 allora la matrice Post_C'C' ¢ vuota.

Post_C'D: Matrice degli archi che uniscono una transizione continua 7}; ad un
posto continuo P, la cui dimensione € m.xngy; se nellarete P, = 0 oppure T'dc =
0 allora la matrice Post_C'D ¢ vuota.

Post_DC': Matrice degli archi che uniscono una transizione continua 7, ad un
posto continuo P, la cui dimensione ¢ my Xn.; se nellarete P; = 0 oppure 1, =
0 allora la matrice Post_DC' & vuota. Per costruzione tale matrice deve
essere uguale a Pre_DC.

Post_DD: Matrice degli archi che uniscono una transizione continua 7}; ad un
posto continuo P, la cui dimensione ¢ myXngy; se nellarete P; = 0 oppure T,; =
0 allora la matrice Post_DD ¢ vuota.

MO_P,: Valore della marcatura iniziale dei posti continui P, che indica il numero
di gettoni contenuti al tempo iniziale 7 = 0; la dimensione del vettore che
inseriamo ¢ 1 X m,. (per questioni di leggibilita) ma verra memorizzato come
un vettore colonna per uniformita con la teoria; se nella rete P. = 0 allora
il vettore MO_P. & vuoto.

MO_Py: Valore della marcatura iniziale dei posti discreti P; che indica il numero
di gettoni contenuti al tempo iniziale 7 = 0; la dimensione del vettore che
inseriamo € 1 xmy (per questioni di leggibilita) ma verra memorizzato come
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un vettore colonna per uniformita con la teoria; se nella rete P; = 0 allora
il vettore M0_F, & vuoto.

vel: Matrice delle velocita vel che associa rispettivamente, a ogni transizione
continua 7. (righe della matrice), un valore minimo e massimo di velocita
(colonne della matrice); la dimensione della matrice € n. X 2. Se nella rete
T. = 0 allora la matrice vel & vuota.

v: Vettore che associa il tipo di transizione (deterministica, esponenziale, uni-
forme, etc) a ciascuna transizione discreta 7);; la dimensione del vettore ¢
1 x n e le prime colonne, fino a 7. avranno valore pari a Na/N. Se nella rete
Ty = 0 allora il vettore v & vuoto.

D: Matrice contenente 1 valori utili a calcolare 1 tempi associati a ogni transizione
Ty; ¢ fortemente legata al tipo di transizione indicato dal vettore v il quale,
a seconda del valore memorizzato per ogni colonna, segnala al simulatore
il numero di parametri che deve andare a leggere per ogni riga di D. la
dimensione della matrice ¢ n X 3 e e le prime colonne, fino a 7. avranno
valore pari a Na/N. Se nella rete 7;; = 0 allora la matrice D € vuota.

st Vettore che associa a ogni transizione 7y la politica di servente che puo essere
k-finita( valore k ) o infinita (valore 0); la dimensione del vettore ¢ 1 X n e
le prime colonne, fino a 7, avranno valore pari a NaN. Se nellarete 7;; = 0
allora il vettore s ¢ vuoto.

alfa: Pud essere definito come un vettore oppure come una matrice € ha im-
portanza nel momento in cui ci troviamo di fronte a un conflitto generale
(paragrafo 2.2.8); se scriviamo al fa come un vettore possiamo inserire ho
un vettore con tutti i valori diversi da 0 (nel qual caso stiamo attribuendo un
peso alla transizioni e stiamo imponendo che scattera prima la transizione
con peso maggiore) oppure tutti nulli (in questo caso scattera prima la tran-
sizione con indice minore). Se scriviamo, invece, al fa come una matrice,
per la prima riga continua a valere quanto detto sopra, mentre nella seconda
riga stiamo associando alle transizioni un livelo di priorita (livello piu basso
— priorita maggiore). Il numero di righe puo unitario o doppio, il numero
di colonne ¢ pari a ny dove le prime colonne fino a 7, avranno valore Na V.

1t: Parametro che setta la lingua italiana se 1t = 1 oppure la lingua inglese it = 0.

5.5.2 Dati restituiti in uscita

I dati che vengono restituiti in uscita sono analoghi a quelli della funzione enter _H PN;
pertanto si veda il paragrafo 5.4.2.
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5.6 Funzione simulator HPN.m
11 file make _HPN ¢ stato realizzato attraverso una function :

[Type,M_Evol, IFS_Evol,P_macro, Event_macro_Evol,
firing_transition,timer_macro_event,tau,Q_Evol,
Pc_Pd_Tc_Td]l=simulator_HPN (Pre,Post,M,vel,v,D, s,
alfa,time_stop,simulation_type, it)

Si puo notare, a prima vista, che in ingresso gli devo passare I’uscita di uno dei 2 fi-
le precedentemente trattati e cioe di enter_H P N.m oppure make_H PN.m: que-
sto era un aspetto che ci si poteva facilmente aspettare in quanto il file ssmulator _.H PN
non fa altro che simulare la rete che abbiamo creato precedentemente con uno dei
2 file di interfaccia.
Analizziamo nel dettaglio i dati che dobbiamo inserire in ingresso e i dati che
cl vengono restituiti in uscita .

5.6.1 Dati in ingresso

e Uscita di enter_.HPN o make_HPN
Pre, Post, M,vel,v, D, s,al fa

Sono le matrici di Pre incidenza, Post incidenza, la marcatura iniziale M,
la matrice delle velocita vel, il vettore v indicante i tipi di transizione discre-
ta, la matrice D con i parametri per il calcolo dei clock delle transizioni di-
screte, il vettore dei serventi s e il vettore (o matrice) al fa per la risoluzione
dei conflitti generali.

e Durata della silulazione
time_stop

Valore che indica per quanto tempo si vuole far evolvere la rete ponendo un
limite alla simulazione.

e Scelta del tipo di simulazione
stmulation_type

Il settaggio di questa variabile permette di decidere il tipo di simulazione in
base alle esigenze dell’utente:
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1. simulation_type = 2 se si vuole una simulazione step-by-step tra-
mite la quale viene visualizzata a schermo 1’evoluzione della rete per
ogni scatto delle transizioni (Marcatura corrente, vettore di abilitazio-
ne, eventuali velocita e eventuali orologi associati alle transizioni); 1’u-
tente guida 1’evoluzione stessa della rete premendo il tasto invio dopo
lo scatto di ogni transizione fino a un tempo pari a time_stop.

2. stimulation_type = 1 se si vuole una simulazione senza interruzione
visualizzando a schermo 1’evoluzione della rete per ogni scatto delle
transizioni (Marcatura corrente, vettore di abilitazione, eventuali velo-
cita e eventuali orologi associati alle transizioni); il comportamento si
differenzia dal punto precedente per il fatto che ora non ¢ piu I'utente
a guidare 1’evoluzione della rete (premendo il tasto invio) ma la rete
stessa evolvera da sola fino a un tempo pari a time_stop

3. simulation_type = 0 se non si vuole visualizzare nulla a schermo
poiche si ¢ interessati solamente ai dati finali da analizzare con il file
successivo analysis_HPN.m

e Scelta della lingua
it
Parametro che setta la lingua italiana se ¢ = 1 oppure la lingua inglese
1t =0

5.6.2 Dati restituiti in uscita
e Tipo di rete
Type
Identifica se la rete di Petri ¢ continua T'ype = 1, discreta T'ype = 2 oppure
ibrida T'ype = 3.
e Evoluzione della marcatura

M _Evol

Memorizza i valori che la marcatura ha avuto durante 1’evoluzione fino al
tempo teme_stop.

e Evoluzione delle velocita
IFS_FEvol

Memorizza i valori che le velocita, associate alle transizioni continue, han-
no assunto in relazione alla funzione obiettivo durante 1’evoluzione fino al
tempo time_stop; se 1. = 0 allora [ F'S_Fvol sara un vettore di dimensioni
nulle.
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e Posto che genera un macroevento e il relativo macroevento
P_macro Event_-macro_Evol

Memorizzano rispettivamente i valori dei posti continui che generano ma-
croeventi durante 1’evoluzione fino al tempo time_stop e il relativo tipo di
macroevento:

1. Event_macro_Evol = 0 vuol dire che il posto P = P_macro si ¢
svuotato;

2. Event_macro_Fvol = 1 vuol dire che il posto P = P_macro abilita
una transizione discreta al tempo T;

3. Fvent_macro_FEvol = —1 vuol dire che il posto P = P_macro

disabilita una transizione discreta al tempo 7;

Se P. = 0 sia P_macro che Event_macro_Evol saranno dei vettori vuoti
mentre se P, > 0 e il macroevento ¢ generato dallo scatto di una transizione
discreta (e non a causa di un posto continuo), P_macro ed Event_macro_Evol
avranno dei valori pari a NaN.

e Transizioni discrete scattanti
firing transition

Memorizza le transizioni discrete scattate durante 1’evoluzione fino al tempo
time_stop. Se Ty, = 0, firing_transition sara un vettore vuoti mentre se
T,; > 0 e il macroevento ¢ generato in seguito all’evoluzione di un posto
continuo, firing_transition avra un valore pari a NaN.

e Tempo di macroevento
timer_macro_event
Identifica il tempo associato al macroevento che si ¢ verificato; se non si
verifica nessun macroevento allora timer_macro_event avra un valore pari

aNaN.

e tempo totale
tau

Identifica il tempo di simulazione totale a partire dall’istante 0.
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e Evoluzione della matrice degli orologi
Q_Evol

Memorizza I’evoluzione nel tempo della matrice degli orologi associati a
ogni transizione 7y per ogni marcatura M raggiunta.

e Posti e transizioni nella rete
P C—P dch—Td

E’ un vettore che memorizza i valoridi P., P;, T. e T}.

5.7 Funzione analysis HPN.m

Il file analysis_HPN ¢ stato realizzato attraverso una function :

[M_medium,M_max, V_medium, T_medium, Pd_probability,
Marking_Asymptote]=analysis_HPN (Evol,statistic_plot,
graph,marking_plot,Transition_firing plot,up_marking
_plot, Pd_probability_plot, Marking_mean_Asymptote,
mean_speed_plot, Transition_frequency_plot,it)

Esso ci permette di effettuare delle statistiche sui risultati ottenuti in seguito al-
la simulazione fatta con il file simulator_H PN, la cui uscita viene richiamata
in ingresso nel file analysis_H PN tramite I’array di celle Evol; quindi, affin-
che funzioni il file analysis_H PN, siamo costretti a memorizzare 1’uscita del
file simulator_H PN all’interno di un array di celle: questo permette di ridurre
notevolmente il numero di parametri da dare in ingresso al file analysis_-HPN.

5.7.1 Dati in ingresso
e Uscita del file simulator_HPN

FEvol

E’ un array di celle costituito dalla concatenazione di piu celle: ogni cella
contiene un parametro di uscita del file simulator HPN.

e Visualizzazione grafica delle statistiche

statistic_plot
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Se pongo statistic_plot = 1, vengono visualizzati 2 istogrammi in 2 fine-
stre diverse: uno visualizza in ascissa 1 posti € in ordinata il valore massimo
della marcatura raggiunta al tempo 7 = time_stop; I’altro visualizza in
ascissa 1 posti e in ordinata il valore medio della marcatura raggiunta al
tempo 7 = time_stop.

e Grafo di evoluzione
graph

E’ un parametro che puo essere utilizzato solo si si sta simulando una rete
di Petri discreta: se metto graph = 1, viene visualizzato il grafo di evolu-
zione della T'PN, dove a ogni stato ¢ associata la marcatura corrente M,
la matrice degli orologi (), le transizioni scattanti con il relativo tempo di
scatto e il tempo totale di simulazione 7.

e Grafico delle marcature in diverse finestre
marking_plot

E’ un parametro che pud essere un numero o un array € serve per visua-
lizzare graficamente, in finestre diverse, 1’evoluzione della marcatura nei
posti fino al tempo 7 = time_stop. Nel grafico rappresentiamo il tempo
nell’asse delle ascisse e il valore della marcatura nell’asse delle ordinate.
Si puo decidere se fare il grafico solo di alcuni posti, mettendo ad esem-
pio marking_plot = [x,y, z| per avere i grafici della marcatura dei posti
Dz, Pz € D2, Oppure di fare il grafico di tutte le marcature dei posti ponendo
marking_plot = —1; in quest’ultimo caso si poteva anche creare un vet-
tore marking_plot contenente gli indici di tutti i posti della rete, ma per
semplicita e leggibilita si ¢ deciso di ottenere lo stesso risultato imponendo
marking_plot = —1.

e Grafico degli scatti delle transizioni Se pongo Transition_firing plot =
1, vengono visualizzate,in un unico grafico, gli scatti delle transizioni nei ri-
spettivi istanti di tempo in cui scattano, fino al tempo massimo 7 = time_stop.
Nel grafico rappresentiamo il tempo nell’asse delle ascisse e le transizioni
discrete nell’asse delle ordinate.

e Grafico delle marcature in un’unica finestra
up_marking_plot

E’ un parametro che puo essere un numero o un array e serve per visualiz-
zare graficamente, nella stessa finestra, la sovrapposizione dell’evoluzione
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della marcatura nei posti fino al tempo 7 = time_stop. Nel grafico rappre-
sentiamo il tempo nell’asse delle ascisse e il valore delle marcatura nell’ asse
delle ordinate differenziate, a seconda del posto, da un colore diverso ricon-
ducibile al posto stesso grazie alla presenza di una finestra che mi indica
la legenda. Si puo decidere se fare il grafico della sovrapposizione solo di
alcuni posti, mettendo ad esempio up_marking_plot = [z,y, z] per ave-
re il grafico delle marcature sovrapposte dei posti p,,p, € p., oppure di
fare il grafico della sovrapposizione di tutte le marcature nei posti ponen-
do up_marking plot = —1; in quest’ultimo caso si poteva anche creare
un vettore up_marking_plot contenente gli indici di tutti i posti della re-
te, ma per semplicita e leggibilita si ¢ deciso di ottenere lo stesso risultato
imponendo up_marking plot = —1.

Grafico delle probabilita di avere x gettoni nei posti
P;_probability_plot

Se pongo P,;_probability_plot = 1, vengono visualizzate, in diverse finestre
tante quanti sono 1 posti discreti pg, le probabilita di avere x gettoni nel posto
pi € pq fino al tempo massimo 7 = time_stop. Nel grafico rappresento il
numero di gettoni nell’asse delle ascisse e la probabilita corrispondente al
numero di gettoni nell’asse delle ordinate.

Grafico del valor medio della marcatura nei posti
Marking_mean_Asymptote

E’ un parametro che puo essere un numero o un array e serve per visualizza-
re graficamente, in finestre diverse, I’evoluzione del valor medio dei gettoni
nei posti fino al tempo 7 = time_stop. Nel grafico rappresentiamo il tempo
nell’asse delle ascisse e il valor medio della marcatura di un posto nell’asse
delle ordinate. Dato z(p;, j) = Marking_Asymptote(p;, j), ciog il valore
medio della marcatura del posto p; all’istante 7; in cui si & verificato I’even-
to 7;, I’evoluzione nel tempo del valor medio della marcatura del posto p;
la calcoliamo come

(x(i,j =) *7(j) + (75 + 1) = 7(j)) * M(3,y(j)))
T(j+ 1)

x(pi, j) =

Vji=Ak),k=0,1,2,--

Si puo decidere se fare il grafico solo di alcuni posti, mettendo ad esempio
Marking mean_Asymptote = [x,y, z| per avere i grafici dell’evoluzione
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del valor medio della marcatura nei posti p,., p, € p., oppure di fare il grafi-
co dell’evoluzione del valor medio della marcatura in tutti i posti ponendo
Marking_-mean_Asymptote = —1; in quest’ultimo caso si poteva anche
creare un vettore Marking_mean_Asymptote contenente gli indici di tutti
1 posti della rete, ma per semplicita e leggibilita si ¢ deciso di ottenere lo
stesso risultato imponendo Marking mean_Asymptote = —1.

e Grafico della velocita media delle transizioni continue
mean_speed_plot

Se pongo mean_speed_plot = 1, viene visualizzato,in un unico grafico, il
valor medio delle transizioni continue fino al tempo massimo 7 = time_stop.
Nel grafico rappresentiamo le transizioni continue nell’asse delle ascisse e
il valor medio della velocita associato alle transizioni stesse nell’asse delle
ordinate

e Grafico della frequenza di scatto delle transizioni
Transition_frequency_plot

Se pongo Transition_frequency_plot = 1, viene visualizzato,in un uni-
co grafico, la frequenza di scatto delle transizioni discrete fino al tempo
massimo 7 = time_stop. Nel grafico rappresentiamo le transizioni discre-
te nell’asse delle ascisse e il la frequenza di scatto delle transizioni stesse
nell’asse delle ordinate.

e Scelta della lingua
it
Se pongo ¢t = 0 imposto la lingua inglese, se metto :¢ = 1 imposto la lingua
italiana. Di default ¢ impostato it = 1.
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Capitolo 6

Esempi di simulazione e analisi

Si utilizzeranno 3 delle 4 function create:
1. make_HPN.m (interfaccia)
2. simulator _HPN.m (simulatore)
3. analysis_ HPN.m (analisi della simulazione)

Si ¢ tralasciato 1’utilizzo del file enter_H PN.m in quanto otteniamo lo stesso
risultato di make_H P N.m ma con un procedimento meno rapido.

6.1 Simulazione di reti di Petri discrete temporizza-
te

6.1.1 T PN con transizioni a ritardo deterministico

Esempio 6.1.1. Si vuole simulare per un tempo pari a T = 12 la rete in Figura
6.1

1. Creiamo un file demo.m all’interno del quale memorizziamo i parametri

87
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Livello di priorita Peso
T, level 2 a=0,=03=1
T, T; level 1

Figura 6.1: Rapprenentazione grafica di una T'PN

della rete e mandiamolo in esecuzione :

Pre.CC =1]; Pre CD =[]
1 20
Pre_ DC =[] PreDD= |0 0 1 |;
0 01
Post_CC =[] Post_CD = [];
0 06
Post_DC = []; Post DD=11 0 0 |;
010
MO_P, =]; MO_P;=1[500];
vel = []; v=[111];
5 NaN NaN
D=|2 NaN NaN |: s=1[010];
3 NaN NaN
1 11
alfa—{l 9 1},

Non visualizziamo alcuna informazione a video in quanto e stato messo un
; alla fine di ogni parametro.
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2. Memorizziamo i dati relativi alla rete all’interno di un array di celle che
chiamiamo per semplicita A
A= (Pre.CC,Pre.CD,Pre_DC, Pre_DD, Post_ CC, Post_C'D, Post_DC,
Post_DD, M0_Pec, MO_Pd,vel,v, D, s,al fa);

Non visualizziamo alcuna informazione a video in quanto e stato messo un
; alla fine dell’array di celle A.

3. Mandiamo in esecuzione il file make_H PN.m che avra in ingresso ’array
di celle A appena creato e poi un valore pari a 1 che mi indica che voglio
utilizzare la lingua italiana.

rete = make_HPN (A, 1)

In uscita visualizziamo le seguenti informazioni

transizione Tl —-->servente inf; peso 1;
livello priorita 1;
transizione T2 —-->servente singolo; peso 1;

livello priorita 2;
transizione T3 —-->servente inf; peso 1;
livello priorita 1;

dove
rete = { Pre, Post, M0, vel,v, D, s,alfa}

4. Ora dobbiamo mandare in esecuzione il file simulator _.HPN.m che avra
in ingresso l’array di celle rete appena creato, un parametro settato a 12
che mi indica la durata della simulazione, e un parametro che mi indica il
tipo di simulazione (nel nostro caso lo mettiamo pari a 2 perche vogliamo
una simulazione step-by-step)

Evol = simulator _H PN (rete, 12, 2)

Stiamo memorizzando tutta I’evioluzione della rete all’interno di un array
di celle Evol: quello che visualizziamo é il seguente risultato

Valore della marcatura discreta corrente
5 0 0

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
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5 5 5 5 5
2 NaN NaN NaN NaN
NaN NaN NaN NaN NaN

Valore del vettore di abilitazione e
5 1 0

La transizione discreta che scatta al tempo 2
(tempo tot=2) & T2 (1 volta)

Valore della marcatura discreta corrente
3 0 1

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
3 3 3
2 NaN NaN

NaN NaN NaN

Valore del vettore di abilitazione e
3 1 0

La transizione discreta che scatta al tempo 2
(tempo tot=4) & T2 (1 volta)

Valore della marcatura discreta corrente
1 0 2

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
1

NaN

NaN

Valore del vettore di abilitazione e
1 0 0

La transizione discreta che scatta al tempo 1
(tempo tot=5) & Tl (1 volta)

Valore della marcatura discreta corrente
0 1 2
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Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
NaN
NaN

3

Valore del vettore di abilitazione e
0 0 1

La transizione discreta che scatta al tempo 3
(tempo tot=8) & T3 (1 volta)

Valore della marcatura discreta corrente
6 0 1

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
5 5 5 5 5 5
2 NaN NaN NaN NaN NaN

NaN NaN NaN NaN NaN NaN

Valore del vettore di abilitazione e
6 1 0

La transizione discreta che scatta al tempo 2
(tempo tot=10) e T2 (1 volta)

Valore della marcatura discreta corrente
4 0 2

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
3 3 3 3
2 NaN NaN NaN

NaN NaN NaN NaN

Valore del vettore di abilitazione e
4 1 0

La transizione discreta che scatta al tempo 2
(tempo tot=12) & T2 (1 volta)

Valore della marcatura discreta corrente
2 0 3
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Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
1 1
2 NaN

NaN NaN

Valore del vettore di abilitazione e
2 1 0

Evol =

Columns 1 through 5

[2] [3x7 double] [1x7 double] [1x7 double] [1x7 double]
Column 6 through 7

{1x7 cell} [1x4 double]

. Non ci resta che mandare in esecuzione il file di analisi,cioé

analisi = analysis-HPN(Evol,1,1,1,1,—-1,2,[],[],[])

Nell’ordine gli sto passando in ingresso ’array di celle Fvol volendo una
visualizzazione grafica delle statistiche (1), il grafo di raggiungibilita (1),
il grafico dell’ andamento della marcatura nel posto Py (1), il grafico del-
la frequenza di scatto delle transizioni discrete (1), la sovrapposizione dei
grafici degli andamenti delle marcature in tutti i posti (—1) e il grafico della
probabilita di avere x gettoni nel posto P». Otteniamo i seguenti risultati:

M(P1i)
5 0 0-—> OROLOGI DELLE TRANSIZIONI
TL 5 5 5 5 5
T2 2
Transizioni scattanti—-—>T2 (1 volta);
Tempo di scatto=2
Tempo totale=2
M(P1)
3 0 1-—> OROLOGI DELLE TRANSIZIONI
TL 3 3 3
T2 2
Transizioni scattanti-->T2 (1 volta);
Tempo di scatto=2
Tempo totale=4
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M(P1i)
10 2——>
M(P1)
01 2———>
M(P1)
6 0 1-——>
M(P1)
4 0 2——>
M(P1)
2 0 3——>

OROLOGI DELLE TRANSIZIONI

T1 1

Transizioni scattanti——>T1 (1
Tempo di scatto=1

Tempo totale=5

OROLOGI DELLE TRANSIZIONI

T3 3

Transizioni scattanti-->T3(1
Tempo di scatto=3

Tempo totale=8

OROLOGI DELLE TRANSIZIONI

TP 5 5 5 5 5 5

T2 2

Transizioni scattanti—-——-—>T2 (1
Tempo di scatto=2

Tempo totale=10

OROLOGI DELLE TRANSIZIONI

TL 3 3 3 3

T2 2

Transizioni scattanti——>T2 (1
Tempo di scatto=2

Tempo totale=12

OROLOGI DELLE TRANSIZIONI
TTL 1 1
T2 2

Fine della simulazione

.250
.083
.333

volta);

volta);

volta);

volta);
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Prob[P1l = 6]=0.333
Prob[P2 = 0]=0.750
Prob[P2 = 1]1=0.250
Prob[P3 = 0]=0.333
Prob[P3 = 1]=0.333
Prob[P3 = 2]1=0.333
E[T1]1=0.083
E[T2]1=0.333
E[T3]1=0.083
analisi =

[1x3 double] [1x3 double] [][1x3 double] [3x7 double]

Marcatura M(P1) nel tempo

Figura 6.2: Variazione della marcatura nel posto p;.

6.1.2 Reteibrida

Esempio 6.1.2. Si vuole simulare per un tempo pari a T = 240 la rete in Figura
6.7, con transizioni continue t, e ty e transizioni discrete t3 e t4 temporizzate con
un ritardo rispettivamente di ds = 90 e d, = 60.

1. Creiamo un file demol.m all’interno del quale memorizziamo i parametri
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Sovrapposizione delle marcature nel tempo

j
‘
‘
o —— M(P2)
‘
: M(P3)
‘ :
S
‘
3
Ao
o 4t
e |
El
g _|
Y S s U S
s |
|
‘
s e o e
‘
‘
3
Y PSRRI S I S A S ——
‘
‘
3
ol
0 2 4 6 8 10 12

tempo

Figura 6.3: Sovrapposizione delle marcature nel tempo.

Scatto della transizione discreta Ti nel tempo

Scatto della transizione Ti

Figura 6.4: Frequenza di scatto delle transizioni.

della rete e mandiamolo in esecuzione :

PreCC’:[(l) (1)}, PTCCD:|:8 8}7
Pre_ DC = (1) (1) ;. Pre.DD = _ (1) (1) |

Post_ CC = [1) (1) . Post_.CD = 8 8 ;
Post_DC' = [ (1) (1) } ; Post DD = _ (1) (1) - ;
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Numero medio di gettoni nel tempo

S
| |
] TR I
| |
| |
| i
_ | ;
= | |
S I I
= | |
> ) i
b | |
o ' '
S | )
] :
E | |
° | |
b ' I
£ ) |
S | |
z 1 !
| |
) :
) i
| |
[ B e e B
: ?
|
0 !
0 05 1 15 2 25 3

Figura 6.5: Numero medio di gettoni nei posti.

Numero massimo di gettoni nei posti
. . . . .

Figura 6.6: Numero massimo di gettoni nei posti.

MO_P, = [180,0); MO_P; = [1,1];

8 g ; v =[NaN NaN 1 1];
NaN NaN NaN
NaN NaN NaN

D= 00 NaN NaN | s =[NaN NaN 00];
60 NaN NaN

alfa:[NaN NaN 1 1};

vel =

Non visualizziamo alcuna informazione a video in quanto é stato messo un
; alla fine di ogni parametro.

2. Memorizziamo i dati relativi alla rete all’interno di un array di celle che
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Figura 6.7: Rapprenentazione grafica di una H PN

chiamiamo per semplicita A
Al = (Pre.CC,Pre CD, Pre_DC, Pre_DD, Post CC, Post_ CD, Post_DC,

Post_DD, M0_Pc, MO_Pd,vel,v, D, s,al fa);

Non visualizziamo alcuna informazione a video in quanto e stato messo un
; alla fine dell’array di celle Al.

3. Mandiamo in esecuzione il file make_H PN.m che avra in ingresso ’array
di celle Al appena creato e poi un valore pari a 1 che mi indica che voglio
utilizzare la lingua italiana.

rete = make_HPN(A1,1)

In uscita visualizziamo le seguenti informazioni

Transizione Tl ——> vel min=0 vel_max=3
Transizione T2 ——> vel min=0 vel max=2
transizione T3 —-->servente inf; peso 1;
transizione T4 —-->servente inf; peso 1;
dove

rete = { Pre, Post, M0,vel,v, D, s,al fa}

4. Ora dobbiamo mandare in esecuzione il file simulator _.H PN.m che avra
in ingresso l’array di celle rete appena creato, un parametro settato a 240
che mi indica la durata della simulazione, un parametro che mi indica il
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tipo di simulazione (nel nostro caso lo mettiamo pari a 2 perche voglia-
mo una simulazione step-by-step), un parametro che mi indica che voglio
massimizzare (—1) la funzione obiettivo J = [1 1].

Evol = simulator_HPN (rete, 12,2, —1, [11])

Stiamo memorizzando tutta I’evioluzione della rete all’interno di un array
di celle Fvol: quello che visualizziamo ¢ il seguente risultato

Valore della marcatura continua corrente
180 0

vell (fortemente abilitata)=3
vel2 (non abilitata)=0

Valore della marcatura discreta corrente
1 0

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
NaN
NaN
90
NaN

Valore del vettore di abilitazione e
1 0 1 0

Si svuota il posto P1l dopo un tempo 60.000
(tempo tot=60)

Valore della marcatura continua corrente

0 180

vell (debolmente abilitata)=0
vel2 (non abilitata)=0

Valore della marcatura discreta corrente
1 0

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
NaN
NaN
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30
NaN

Valore del vettore di abilitazione e
1 0 1 0

La transizione discreta che scatta al tempo 30
(tempo tot=90) e T3 (1 volta)

Valore della marcatura continua corrente
0 180

vell (non abilitata)=0
vel2 (fortemente abilitata)=2

Valore della marcatura discreta corrente
0 1

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
NaN
NaN
NaN
60

Valore del vettore di abilitazione e
0 1 0 1

La transizione discreta che scatta al tempo 60
(tempo tot=150) & T4 (1 volta)

Valore della marcatura continua corrente
120 60

vell (fortemente abilitata)=3
vel2 (non abilitata)=0

Valore della marcatura discreta corrente
1 0

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)

99
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NaN
NaN

90
NaN

Valore del vettore di abilitazione e
1 0 1 0

Si svuota il posto Pl dopo un tempo 40.000 (tempo tot=190)
Valore della marcatura continua corrente
0 180

vell (debolmente abilitata)=0
vel2 (non abilitata)=0

Valore della marcatura discreta corrente
1 0

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
NaN
NaN
50
NaN

Valore del vettore di abilitazione e
1 0 1 0

La transizione discreta che scatta al tempo 50
(tempo tot=240) & T3 (1 volta)

Valore della marcatura continua corrente
0 180

vell (non abilitata)=0
vel2 (fortemente abilitata)=2

Valore della marcatura discreta corrente
0 1

Valore dei tempi residui di scatto Q (orologi)
NaN
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5. Non ci resta che mandare in esecuzione il file di analisi,cioé
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NaN
NaN
60

Valore del vettore di abilitazione e
0

0

analisi = analysis_ HPN(Evol,1,1,1,1,-1,2,1,1,1)

Otteniamo i seguenti risultati:

1

Il
===~ |

o

o

o

.250
.750
.750
.250

101
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Figura 6.9: Sovrapposizione delle marcature nel tempo.
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Scatto della transizione discreta Ti nel tempo

S
i
I
I
I
I
T
I
I
I
I

R
I
I
I
I
I
I
I
I
I
L

11 suoizisue) e|jap 0Neds

250

tempo

Figura 6.10: Scatto delle transizioni discrete.

Numero medio di gettoni nel tempo

1uoah 1p olpaw oBWINN

Figura 6.11: Numero medio di gettoni nei posti.

Numero massimo di gettoni nei posti

45

3.5

25

1.5

0.5

Figura 6.12: Numero massimo di gettoni nei posti.
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Valor medio della marcatura M(P1) nel tempo

T S |
|
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I

I

I

I

I

I

I
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I

I

I

I

I
e
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tempo

Figura 6.13: Valor medio della marcatura nel posto p; .

Velocita media delle transizioni continue

©IPAW €NI0PA

1.5

0.5

velTi

Figura 6.14: Velocita media delle transizioni continue.

Velocita media delle transizioni continue

©IpaU BII09A

1.5

0.5

elTi

Figura 6.15: Frequenza di scatto delle transizioni discrete.



Appendice A

Distribuzioni di probabilita

A.1 Introduzione

Vengono qui introdotte le distribuzioni di probabilita piu interessanti per le ap-
plicazioni alle reti di Petri: infatti ¢ possibile attribuire alle transizioni discrete
temporizzate dei tempi di scatto che non sono deterministici ma casuali dipen-
denti da una certa distribuzione. Il simulatore HYPENS ¢ in grado di trattare le
seguenti distribuzioni di probabilita:

1. Distribuzione esponenziale
2. Distribuzione uniforme
3. Distribuzione di Poisson
4. Distribuzione di Rayleigh
5. Distribuzione di Weibull
6. Distribuzione Beta
7. Distribuzione Chi Quadrato
8. Distribuzione del valore estremo
9. Distribuzione F
10. Distribuzione Gamma
11. Distribuzione del valore estremo generalizzato

12. Distribuzione di Pareto generalizzata
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13. Distribuzione lognormale

14. Distribuzione F non centrale

15. Distribuzione t non centrale

16. Distribuzione Chi Quadrato non centrale
17. Distribuzione normale

18. Distribuzione t

Analizzeremo soltanto quelle che piu utilizziamo nelle simulazioni, cio¢ le prime
D.

A.2 Le principali distribuzioni di probabilita

Le principali distribuzioni di probabilita che si utilizzano nelle reti di Petri so-
no: distribuzione esponenziale, distribuzione uniforme, distribuzione di Poisson,
distribuzione di Rayleigh e distribuzione di Weibull. Vediamole nel dettaglio:

1. La variabile casuale esponenziale E’ un caso particolare della variabile
casuale gamma in cui il parametro p ¢ posto uguale a 1. Il parametro A
della variabile casuale esponenziale corrisponde al secondo parametro della
variabile casuale gamma. E spesso usata per modellare il tempo tra eventi
indipendenti che avvengono con una frequenza media costante. In tabella
A.1 sono riportati 1 principali parametri che caratterizzano la distribuzione
e in Figura A.1 ¢ rappresentato I’andamento della funzione di probabilita.

Parametri A > 0, detto intensita
supporto Ry

pdf f(x) = Xe™®
valore atteso W= %
varianza o= \"2

Tabella A.1: Parametri della variabile casuale esponenziale.

2. La variabile casuale uniforme Si tratta di un caso particolare della varia-
bile casuale Beta generalizzata, con p=q=1. In tabella A.2 sono riportati
1 principali parametri che caratterizzano la distribuzione e in Figura A.2 ¢
rappresentato 1I’andamento della funzione di probabilita.
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>
T
== 7
hown

Figura A.1: Funzione di densita di probabilita della variabile casuale
esponenziale.

Parametri a,b
supporto R,
T
se a<x<b
df — (b—a) ST s

P /(@) {0 se rx<a,xr>b
valore atteso o= (“;f b)2

varianza g2 — (b=9)

12

Tabella A.2: Parametri della variabile casuale uniforme.

Figura A.2: Funzione di densita di probabilita della variabile casuale uniforme.
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3. La variabile casuale Poissoniana La variabile casuale Poissoniana ¢ defi-
nita con la funzione di probabilita riportata in tabella A.3 e rappresentata in
Figura A.3. Si noti che A ¢ un qualsiasi valore positivo (A > 0) equivalente
al numero di successi che ci si aspetta e che si verificano in un dato inter-
vallo di tempo. Per esempio, se un evento si verifica con una cadenza media
di 4 minuti e vogliamo sapere quante volte questo evento si potra verificare
in 10 minuti, il valore di A sara A = % = 2,5; e ¢ la base del logaritmo
naturale (e = 2.71828...), x ¢ il numero delle occorrenze (successi) per
cui si vuole prevedere la probabilita.

Parametri AeER
supporto r €N
funzione F(z) = <A
ZX.
valore atteso n=A
varianza ol =\

° °
> > >
TR
N NN
o

i AR WA N A

10 15 20
Figura A.3: Funzione di densita di probabilita di una variabile casuale poissoniana

al variare di k (asse delle ordinate).

4. La variabile casuale di Rayleigh La variabile casuale di Rayleigh ¢ una va-
riabile casuale continua che si usa quando un vettore bidimensionale (come
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ad esempio la velocita del vento) ha due componenti ortogonali e indipen-
denti distribuite secondo una variabile casuale normale. In tabella A.4 sono
riportati i principali parametri che caratterizzano la distribuzione e in Figura
A.4 e rappresentato I’andamento della funzione di probabilita.

Parametri a€RT
supporto reRY
_ 2
2aZ
pdf f(iE, a) _ $€ZE§22
valore atteso L=a @
varianza o2 = (4;”) P

—0=0.5
—o0=1.0 7

6=2.0 ]
—0=3.0 7
—0=4.0

Figura A.4: Funzione di densita di probabilita di una variabile casuale di Rayleigh.

5. La variabile casuale di Weibull La variabile casuale di Weibull (dallo sve-
dese Waloddi Weibull,1887-1979) ¢ una variabile casuale continua utilizza-
ta, per esempio, nell’ambito dei controlli di qualita industriali. Un esempio
dell’applicazione della variabile casuale di Weibull ¢ la descrizione della
probabilita che una catena produttiva si fermi: il guasto di un suo membro
porta all’arresto di tutta la catena. In tabella A.5 sono riportati 1 principali
parametri che caratterizzano la distribuzione e in Figura A.5 ¢ rappresenta-
to I’andamento della funzione di probabilita. Si noti come per ilo calcolo



110

APPENDICE A. DISTRIBUZIONI DI PROBABILITA

del valor medio e della varianza sia necessario 1’utilizzo della funzione I,
nota anche come funzione gamma di Eulero: essa ¢ una funzione conti-
nua sui numeri reali positivi, che estende il concetto di fattoriale ai numeri
complessi, nel senso che per ogni numero intero non negativo nd si ha

Fn+1)=n!
dove n! ¢ il fattoriale, cio¢ il prodotto dei numeri interi da 1 a nd:

nl=1%x2%3---%xn

Parametri 2 E Eg

supporto r € Ry

pdf flaik,A) = §50 De—(5)*
valore atteso p=A(1++
varianza o2 = ANED)E sek>1

et ad
[T
W——0
oo
I

FET N VN )

A

Figura A.5: Funzione di densita di probabilita di una variabile casuale di Weibull.
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