Analisi dei Sistemi — Esercitazione 2

Soluzione
17 Ottobre 2002

Esercizio 1.Si consideri il sistema SISO lineare e stazionario descritto dal seguente modello ingresso-
uscita

y(t)  dy(t)
4
a2 T

+ 5y(t) = dult) + 5u(t) (1)

1. Sidetermini il polinomio caratteristico e le sue radici.
Il polinomio caratteristico valeP(s) = s + 4s + 5.
Le sue radicisong,p’ = o + jw = —2 £ j.
2. Si classifichino i modi del sistema, calcolandone i parametri caratteristici. Tracciare il loro
andamento qualitativo.
Alla coppia di radici complesse e coniugate date corrisponde il modo pseudo-periodico

e cos(wt) = e~ cos(t)

che ha costante di tempo= —é = 0.5, pulsazione naturale, = v/a + w = /5 e coefficiente
di smorzamentq = —=> = 2 — 0.89. Poiché¢ & molto vicino a uno, il modo & molto
smorzato e il suo andamento € mostrato in figura.
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3. Si determini I'evoluzione libera del sistema a partire dalle condizioni iniziali

dy(t)
t =3 — =1.
y( )|t—0 ) ]lt o

L'evoluzione libera ha la forma
ye(t) = 2Me " cos(t + )

e dunque la sua derivata vale

dye(t)
dt

= —4Me * cos(t + @) — 2Me * sin(t + ).

| coefficienti incognitiM e ¢ si ricavano dalle condizioni iniziali.

Ye(t),my = 2M cos = 3,

dyg (t
dt

~—

= —4Mcosp —2Msinp = 1,
t=0

e dettou = M cosp ev = M sinp valeu = 1.5 ev = —3.5, da cui si ricava anche

5
M =Vu?+v2 =145 = 3.81; ¢ = arctan ( ) = —1.17rad

1.5
Dunque I'evoluzione libera vale per> 0
ye(t) = 7.62 e cos(t — 1.17)

e il suo andamento & mostrato in figura. Essendo il modo pseudo-periodico stabile e poiché la
costante di tempo vale = 0.5, I'evoluzione libera si puo considerare estinta dopo un tempo
pari abT = 2.5 s. Il comportamento oscillatorio € molto smorzato essendol.

Evoluzione libera
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4. Si determini la risposta impulsiva del sistema e se ne discuta la struttura.

Per il modello dato I'ordine massimo di derivazione dell'uscita vale= 2, mentre quello
dellingresso valen = 1. Poiché vale: > m, il sistema é strettamente proprio e dunque la
risposta impulsivav(t) non contiene un termine impulsivo ma sara una combinazione lineare
dei modi. Dunque:

w(t) = 2Me " cos(t + @) 6_1(t)

Le derivate di tale funzione, tenendo conto della discontinuita nell’origine, valgono

duw(t . ) A
7«25 ) _ (—4Me_2t cos(t + @) — 2Me * sin(t + g&)) d_1(t) + 2M cos ¢ 6(t),
d*w(t R ~ - .
;ltfg )y o) + <—4M cos ¢ — 2M sin g@) 5(t) + 2N cos ¢ 81 (1),

dove nella derivata seconda abbiamo denof4to il coefficiente che moltiplical_, (¢) senza
calcolarlo esplicitamente perché non necessario.

Sostituendo lav(t) e le sue derivate nel primo membro della eq. (1), sostitueritho= 6(¢) e

di;ff) = 4;(t) nel secondo membro della eq. (1) e infine eguagliando i coefficienti che al primo

e secondo membro moltiplicano i termifiit) e 4, (¢) si ottiene il sistema

2]\}[cos<ﬁ =1
4Mcos¢—2MSin@ = 5

e dettod = M cos ¢ et = M sin p valed = 0.5 e o = —1.5, da cui si ricava anche

- 0 —1.5
M = vVu? + 02 = V2.5 =1.58; ¢ = arctan (3) = arctan (W) =—1.25rad
U :

Dunque la risposta impulsiva vale
w(t) = 3.16 e * cos(t — 1.25) 6_1(t),

e il suo andamento & mostrato in figura. Essendo il modo pseudo-periodico stabile e poiché la
costante di tempo vale = 0.5, la risposta impulsiva si puo considerare estinta dopo un tempo
pari abT = 2.5 s. Il comportamento oscillatorio € molto smorzato essendol.

5. Si determini, mediante l'integrale di Duhamel, la risposta forzata che consegue all'appli-
cazione del segnale di ingress@) in figura.

Grazie all'integrale di Duhamel possiamo scrivere che la risposta forzata vale

t 0 te (—OO7 1)
ys(t) = /_oo u(rjw(t — 7)dr = %/tw(t —ndr t>1

Con il cambiamento di variabile = ¢t — 7 vediamo che pet > 1 la risposta forzata vale

1 t 1 t—1 t—1
yr(t) = 5/ w(t —71)dr = 5/ w(p)dp = 1.58/ e " cos(p — 1.25)dp
1 0 0



Risposta impulsiva
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Per il calcolo di tale integrale ricordiamo la formula notevole

o COS(wt + ¢ — 1)

dovey = arctan(w/«). Nel caso particolare = —2, w = 1, ¢ = arctan(1/ — 2) = 2.68 rad
(attenzionez) sta nel secondo quadrante) e dunquetperl

/eat cos(wt + ¢)dt = e

, cos(p —1.25 — 1)) 1
V5 0

t—1
yi(t) = 1.58/ e cos(p — 1.25)dp = 1.58 |e 2
0

=0.71 (0.71 + e 271 cos(t — 4.93))
Poiché la risposta forzata e nulla ger. 1 vale infine (come anche mostrato in figura)
yr(t) = (0.5 +0.71 e 27D cos(t — 4.93)) d_4(¢ — 1).

. Si determini la risposta indiciale del sistema e se ne discuta la struttura.

Valutiamo il polinomio caratteristico in = 0: P(s) # 0 essendo il coefficiente del termine
notoag = 5 non nullo e dunque, detth’ = Z& = % = 1, larisposta indiciale ha espressione

0
w_1(t) = (K + 2Me cos(t + gb)) d_1(t) = (1 + 2Me cos(t + gb)) d_1(t).
Le derivate di tale funzione, tenendo conto della discontinuita nell’origine, valgono

dU}_1 (t)
dt

= (—4]\26’% cos(t + @) — 2Me ! sin(t + @)) d_1(t) + (1 + 2M cos gé) a(t),
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Risposta forzata
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d*w_y(t)
dt?
dove nella derivata seconda abbiamo denofét) il coefficiente che moltiplical_; (¢) senza
calcolarlo esplicitamente perché non necessario.

— F(£) 01(t) + (—4M cos ¢ — 2M sin @) 5(t) + (1 + 2M cos @) 51(%),

Sostituendo lav_;(¢) e le sue derivate nel primo membro della eq. (1), sostitueridp =

d_q1(t) e dz(tt) = §(t) nel secondo membro della eq. (1) e infine eguagliando i coefficienti che al

primo e secondo membro moltiplicano i termixit) e 4, (¢) si ottiene il sistema

{ 2Mcosgb = —1

4Mcos<,5—2]\2/sing5 = -3

e dettoi = M cos g e = M sin p valed = —0.5 e o = 0.5, da cui si ricava anche

~ 1 v 0.5 3
M =vu?+ 0?2 = E; © = arctan (%) = arctan <m) == 2.36 rad
Dunque la risposta indiciale vale
(14 1.41 e * cos(t +2.36)) 6_1(2),

e il suo andamento e mostrato in figura. Essendo il modo pseudo-periodico stabile e poiché la
costante di tempo vale = 0.5, la risposta indiciale raggiunge in pratica il valore di regime
dopo un tempo pari & = 2.5 s. |l comportamento oscillatorio € molto smorzato essendo

¢ ~1.

7. Tenendo presente che I'ingress@) pud essere scritta(t) = 0.5 6_; (¢ — 1) si usi il risultato
determinato al punto 6 per calcolare in modo alternativo la risposta forzata gia determinata al
punto 5. Verificare i risultati.

Se ad un ingressé_;(t) corrisponde la risposta forzata ;(¢), essendo il sistema lineare e
stazionario possiamo affermare che ad un ingréssé_, (¢ — 1) corrisponde la risposta forzata

yr(t) =05w_y(t—1)=05 (1+ 141 e 2" Veos(t — 1 +2.36)) d_4(t — 1)
= (0.5+0.71 e "D cos(t + 1.36)) d_1(t — 1).
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Risposta indiciale
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Tale espressione coincide con quella determinata al punto 5 poithé —4.93+27 e dunque
cos(t 4 1.36) = cos(t — 4.93).

. Sivaluti il valore a cui tende la risposta forzata calcolata al punto 5 pelne tende all'infinito
ed il valore a cui tende la risposta indiciale. Ci si aspetta che tali valori coincidano? Perché?

Il valore di regime delle due risposte e diverso: esso yale bO = 1 per la risposta indiciale

e 0.5K = 0.5 per la risposta forzata che consegue all’ mgress:() 0.5 0_4(t —1). |l

fatto che il segnale di ingressdt) sia traslato dil’ = 1 s rispetto al gradino unitario non
determina alcuna modifica nel valore di regime ma solo nel tempo necessario per raggiungere
tale valore di regime. Infatti mentre la risposta indiciale raggiunge il valore di regime dopo
un tempo57 = 2.5 s, la risposta forzatg,(t) raggiunge il valore di regime dopo un tempo

T+ 5T =35s.

Per un piu agevole confronto le due risposte sono tracciate sullo stesso grafico nella seguente
figura.

Confronto fra la risposta yf(t) e la risposta indiciale
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